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1. Oletetaan, että Lagrangen funktio riippuu kiihtyvyyksistä eli L = L(q, q̇, q̈, t).
Johda variaatioperiaatteesta lähtien liikeyhtälö q:lle. Mitkä ovat järkevät
reunaehdot tässä tapauksessa? Kirjoita liikeyhtälö erikoistapauksessa

L = −m
2
qq̈ − k

2
q2. (1)

2. Tarkastellaan heiluria (massa m), joka voi heilahdella vain yhdessä tasos-
sa. Oletetaan että heilurin pituus ei ole vakio, vaan sen (painottomalla)
langalla on jousivakio k, ja sen pituus kuormittamattomana on l. Kirjoi-
ta Lagrangen funktio. Johda siitä liikeyhtälö. Laske pienten värähtelyjen
taajuudet.

3. Tutkitaan symmetristä hyrrää painovoimakentässä:

L =
1
2
I1(α̇2 sin2 β + β̇2) +

1
2
I3(α̇ cosβ + γ̇)2

−Mgl cosβ, (2)

Etsi systeemin liikevakiot. Miksi Hamiltonin funktio tässä tapauksessa on
sama kuin kokonaisenergia? Kuvaile (kaavat eivät välttämttömiä) kuinka
liike saadaan redusoitua yksiulotteiseksi tehtäväksi.

4. Lähtien Lagrangen funktiosta

L(r, ṙ, t) =
1
2
mṙ2 − qϕ(r, t) + qṙ ·A(r, t). (3)

johda vastaava Hamiltonin funktio kirjoitettuna oikeiden muuttujiensa
funktiona. Kirjoita vastaava Hamiltonin operaattori Schrödingerin kuvas-
sa.

5. Mitä tarkoitetaan Poissonin sulkusuureilla? Osoita että

[pi, A]PB = −∂A
∂qi

. (4)

Laske kulmaliikemäärän karteesisten komponettien Poissonin sulkusuure

[Lx, Ly]PB. (5)
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