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Luku 1

Tyokalut

1.1 Linux kayttojarjestelméan alkeet

Opetellaan harjoituksissa

1.2 Fortran ohjelmointikieli

Harjoituksissa jaetaan Fortran moniste. Kurssilla kidytetdin GNU:n ilmaisversiota, joka noudattaa
Fortran 77 standardia péadosin.

1.2.1 make-tiedoston kiytto

Harjoituksissa jaetaan make-tiedoston kdyttéopas. Sen avulla voidaan hiukan yksinkertaistaa fortran
ohjelmien suoritusta.

1.3 Numeerisia kirjastoja

e Numerical Recipes

késittelee numeerisia etté tilastollisia algoritmeja

— sekd FORTRAN-, C- ettid PASCAL- kieliset versiot saatavilla
— avustusjérjestelmé: ei ole saatavissa télla hetkelld

— kirjasto saatavissa ldhdekielisend

esimerkit saatavissa lahdekielisena

1.4 Muita numeerisia kirjastoja

e NAG

— sekd numeerisia etté tilastollisia algoritmeja
— avustusjirjestelmé: naghelp

— kirjasto saatavissa binddrimuodossa, ei lahdekielisend

1
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— esimerkit saatavissa lahdekielisend
e IMSL

— seké numeerisia etté tilastollisia algoritmeja ja erikoisfunktioita

avustusjérjestelmé: idf
— kirjasto saatavissa binddrimuodossa, ei ldhdekielisené

— esimerkit saatavissa lahdekielisend,

1.5 Kuvien tuottaminen

Harjoituksissa jaetaan gnuplot-ohjelmiston kayttoopas

1.6 Matemaattisen tekstin tuottaminen

Matemaattisen tekstin tuottamiseen kdytetdén Latex ladontakieltd. Opas kielen saloihin jaetaan har-
joituksissa.

1.7 Kirjastojen kaytto

Kirjasto on tiedosto (tavallisesti tyyppié .a, archive (UNIX) tai tyyppid .lib (WIN)), johon on
koottu useita kifinnettyji aliohjelmia eli .o (UNIX) tai .obj (WIN) tyyppisiéi objektitiedostoja.
Aliohjelmakirjastoja kiytettiessd on ensin kirjoitettava padohjelma, jossa kutsutaan tehtdvan ratkai-
sussa tarvittavia kirjastoaliohjelmia sekd mahdolliset omat funktio- tai subroutine- aliohjelmat.

UNIX-ymparistoissd kirjastot liitetddn omiin ohjelmiin siten, ettd ensin n&mé& omat ohjelmat on
kdannetadn konekielisiksi objektitiedostoiksi,

% g77 -c main.f oma.f ali.f

Sen jilkeen kirjastot linkitetdén aliohjelmakirjastojen kanssa suoritettavaksi ohjelmatiedostoksi

% g77 -o koe.out main.f oma.f ali.f -1lnrf

Optiolla -1 nimi haetaan automaattisesti kirjastoa libnimi.a hakemistoista

/1ib, /usr/lib, /usr/local/lib

Jos kirjasto ei ole missdén naistd hakemistoista, niin optiolla -L hakemisto voidaan vélittaé
kéantajille g77 tieto siitd, mistd hakemistoista oletushakemistojen liséksi optiolla -1 tulee hakea
kirjastoja; esimerkiksi

% g77 -o koe.out main.f oma.f ali.f

-L/home/teof/atk4/1lib -lnrf

WINDOWS-ympéristossd voidaan menetelld vastaavasti, joskin komentojen nimet poikkeavat UNIX-
nimistd. Toisaalta nykyddn nykyéddn kiytetiin useimmiten ns. integroituja kehitystyskaluja (esim.
Visual Studio), jotka lihes automaattisesti toteuttavat edelld mainitut tyovaiheet.

Esimerkki:

Satunnaislukugeneraattori

Numerical Recipes kirjastossa on useita satunnaislukugeneraattoreita, esimerkiksi ran0(iseed), missa
iseed on jokin negatiivinen kokonaisluku, siemen. Tehdééin pddohjelma, joka simuloi nopanheittoa.
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¢ Satunnaislukugeneraattorin testausohjelma satu.f
c

real r(100), ranO

integer iseed

print*, ’Anna siemen ja lukujen lukumaara:’

read*, iseed, n

do 10 i = 1,n

r(i) = ranO(iseed)

10 continue

print*, (int(6*r(i)+1), i=1,n)

end

Ohjelma kdannetddn ja linkitetddn Numerical Recipes kirjaston kanssa seké suoritetaan seuraavasti:
% g77 satu.f -lnrf

% a.out

Anna siemen ja lukujen lukumaara:
112

2 1 1 6 4 2

4 3 5 6 2 3
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Luku 2

Numeerisia menetelmii

2.1 Funktioista ja palautuskaavoista

Tassé luvussa esitetddn muutamia menetelmié, joilla lasketaan arvoja sellaisille funktioille, joita ei
voida tai ei ole tarkoituksenmukaista esittéé alkeisfunktioiden avulla.

2.1.1 Sarjakehitelmista

Funktiota voidaan esittdi erilaisten sarjakehitelmien avulla. Tyypillisid esimerkkejéd ovat potenssisajat
o0
Fl@) = an(z — o) .
k=0

Jos kyseessa on Taylorin sarja, niin kertoimet aj ovat funktion derivaattojen avulla esitettavisséi

1 d"f(x)
ap = &
k! dx T=xg
Esimerkiksi
o i 22k
cos(x) = Z(—l) k!
k=0

Numeerisissa laskuissa ongelmaksi tulee se, etté osoittaja ja nimittédja erikseen laskettuina kasvavat
helposti yli lukualueen rajojen. Sen vuoksi pitdisi pyrkid laskemaan suoraan osoittajan ja nimittdjan
suhdetta.

Esimerkiksi cos(z) arvon laskeminen sarjakehitelméstd tapahtuu kdtevimmin seuraavasta muodosta

() =1 2 () et (e
oS =719 731\ 5.6\4 )

Suluissa on aina edellinen termi kehitelmésta.
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Yleisemmin kirjoitettuna méaritellian astetta 2N oleva polynomiapproksimaatio.

o N . 22k
cos\V(x) = kZ_O(—l) k)
- 22N
= @+ (- NCTN]
22
= cos™V 1)(x)+(_1)(2N)(2N—1)
Nog @?N-2
% {(_1) (2N —2)!

Ohjelmana algoritmi néyttaisi seuraavalta

term = 1

sum = 1

do1i=2,n, 2
term = -x*x/(i*x(i-1))*term
sum = sum + term

1 continue

Talld algoritmilla valtetddn suurien kertomien ja potenssien aiheuttamia lukualueen ylivuotoja.

2.1.2 Polynomeista

Jos funktio esitetdin polynomina, jonka kertoimet on taulukoitu, niin suositeltava algoritmi on
Hornerin-kaava.

P(x) = a2 '+ ar" 4 azx" P+ a7 +a,

= an+z(an-1+z(an-2+...+2x(az+zay))...)
Jalkimmaéinen muoto on esitettévissd yksinkertaisen palautuskaavan muodossa

Pl(l‘) = CLi—i-.Z‘Pi_l(I), kun i=2,...,n
Pl((,C) = ax

Ohjelmana Horner’in algoritmi, néyttéisi seuraavalta

p=a(l)
do1i=2,n
P = p*x + a(i)
1 continue

Polynomin derivaatta on my6s helposti laskettavissa palautuskaavasta

P/(z) = Pi_i(x)+zP_i(z), kun i=2,...,n
Pi(z) = 0,

joten ohjelma, joka laskee my6s derivaatan saadaan pienelld lisdykselld edellisestéd ohjelmasta.
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dp = 0.
p=a(l)
do1i=2,n
dp = p + x*dp
p = p*x + a(i)
1 continue

2.1.3 Palautuskaavoista

Erityisesti erikoisfunktioiden arvoja kannattaa laskea palautuskaavojen avulla varsinkin silloin, kun
tarvitaan eri kertalukua olevia funktioita.

Téassd muutamia esimerkkeja palautuskaavoista

e Legendren polynomi

(n+ 1)P,y1(x) = (2n+ DazP,(z) —nP,—1(x)
Py(z) =
P(zx) = =
e Besselin funktio
Jnt1(z) = Q?an(:E) — Jp—1(z) .

Jos Jo(x) ja Ji(x) tunnetaan jossakin pisteessd, niin korkeamman kertaluvun termit voidaan
laskea palautuskaavasta.

e Moninkertaisen kulman kosini ja sini, kun n = 2,3, ...

cos(nf) 2 cos(f) cos((n — 1)8) — cos((n — 2)0)
sin(nf) = 2cos(f)sin((n — 1)) — sin((n — 2)6)

Numeerinen ongelma palautuskaavoissa on tarkkuuden sdilyminen, kun kertaluku kasvaa suureksi. Jos
tarkkuus ei saily riittdvané, niin silloin tdytyy palautuskaavaa kiayttda kéddnteisessi jarjestyksessa ja
lahted liikkeelle termisté, jolla on korkein kertaluku. Sen, miten péin esimerkiksi palautuskaava

foa(2) = a(z) fu(2) + B(2) foa(2)

suppenee saa testattua seuraavasti:

1. Aloitetaan arvauksella fo(z) = 0ja f1(z) = 1 ja lasketaan palautuskaavasta termit n = 2, ..., 20.
2. Aloitetaan toisella arvauksella fo(z) = 1 ja fi(z) = 0 ja lasketaan palautuskaavasta termit
n=2,...,20.

Lasketaan suure -
An(z) = fn(x) = fulz)
e Jos |A,(z)| ~ 1, kun n = 2,---,20 niin palautuskaava suppenee, kun n kasvaa.

e Jos |A,(z)| kasvaa hitaasti, kun n — 20 niin palautuskaava voi suppeta, kun n kasvaa.

e Jos |A,(z)| kasvaa nopeasti, kun n — 20 niin palautuskaava hajaantuu, kun n kasvaa. T&lloin
palautuskaavaa taytyy kayttda kadnteisessa jarjestyksessi siten, etté n pienenee.
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2.1.4 Funktion kehittdminen Chebyshev’in polynomien avulla

Esimerkkini palautuskaavojen ja summien yhteiskdytosti kisitelldéin tapaus, jossa funktio f(z) voi-
daan kehittdd Chebysev’in polynomien T, (z) avulla valilld = e [—1, 1] seuraavasti

N-1

fz) =~ —%co + Z e Ty ()

k=0

Chebysev’in polynomin ominaisuuksia:

e Esitys alkeisfunktioiden avulla

T.(x) = cos(narccos(z)), kun ze[-1,1]
T()((E) =1

Ti(z) = =

To(x) = 22°—1

e Palautuskaava
Thni1(x) = 22T, (x) — Th—1(x)

Palautuskaava on sama kuin moninkertaisen kulman cosinille.

e Ortogonaalisuus

kun i # j
kuni=j+#0
kuni=75=0.

/1 L@)Ty() ,
-1 V 1-— 1'2

AN o

e Nollakohdat T}, (z;) =0

=

= ooy Tk~ 3) _
rp =cos ——== kun k=1,2,...,n

i~}

e Asriarvot T/ (x3,) = 0

k
xk:cosﬂ—, kuan £=0,1,...,n
n

Kaikissa maksimeissa T, (Zmq,) = 1 ja kaikissa minimeissi T}, (2min) = —1
e Ortogonaalisuus polynomin 7;,, nollakohdissa x, kun i < m ja j < m

0, kuni##j
T, kuni=j#0
m, kuni=j5=0.

> Tilen)Ty (k) =
k=1

Na&itd ominaisuuksia kiyttden voidaan funktio f(z) kehittdd astetta N — 1 olevaksi potenssisarjaksi
Chebysev’in polynomien avulla
N—-1

fz) =~ —%co + Z e Ty ()
k=0
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Kertoimet ¢ méédrdtéddn siten, ettd kehitelmé on tarkka Chebysev’in polynomin T () nollakohdissa
rg, k=1,...,N.

(2.1)

I
2|
2 TTMZ

2 wk—» mj(k = %)
= Nk COS COS N

Nain saatu polynomi on hyvin lahell4 sitd polynomia, jolla kaikista astetta N —1 olevista polynomeista
on pienin maksimipoikkeama oikeasta arvosta (ns. minimaa-polynomi).

Osoitetaan, ettd kehitelmé on konsistentti:

9 N 1 N-1
c; = N <—260 + Z ClTl(l’k)> Tj(zx)

1=0 k=1
_ % [ %CQN—F coN| =cy, kunj=0
NCJ2—CJ, kun j > 0.

2.1.5 Clenshaw’n palautuskaava

Clenshaw’n palautuskaavan avulla voidaan nédppérésti laskea edellé esitetyn tyyppisid summia,

N
x) = chFk(a:) ,
k=0
jossa kantafunktiot Fj(x) noudattavat tyyppid

Fopi(z) = aln, 2) Fu(z) + B(n, 2) F 1 (z)

olevaa palautuskaavaa. Tissi a(n,z) ja B(n, ) ovat tunnettuja funktioita.
Maééritellddn funktiot yr(z), k=N+2,N+1,...,1

ynt2(z) = ynt1(x) =0
Yk () ak, 2)yrs1(z) + Bk + 1, 2)yry2(v) + cx,
kun k=N,N -1 1

yr

Ratkaistaan ¢ ja sijoitetaan funktion kehitelméin.

+  [ys — (8, 2)yo — B(9, x)y10] Fs(x)
+  [yr —a(7,2)ys — B(8,2)yo] F7 ()
+  [ye — a6, 2)yr — B(7, x)ys| Fs(x)
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+ [ys — a5, 7)ys — B(6, x)y7| F5(x)
+ [ya — a4, 2)ys — B(5, 2)ys] Fu(z)
+ [ys — a(3,2)ys — B(4, x)ys] F3(x)
+  [y2 —a(2,2)ys — B(3, z)ya] Fa(x)
+ [y —a(l,z)ys — B(2, x)ys] F1 ()
+  [eo + 81, x)y2 — B(1, 2)y2] Fo(x)

Termin yg(z) kerroin on
Fg(l’) - 04(77 .T)F7(JI) - ﬁ(7a .’L‘)F6(J)) = 07

koska F),(z) toteuttaa edelld esitetyn palautuskaavan. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd suurin osa
termeistd summassa havida. Jiljelle jaa

f(@) = B, 2)Fo(z)y2(z) + Fi(z)ya(z) + Fo(z)co

josta funktion arvo voidaan laskea. N&in summa on kutistunut kolmeen termiin ja alkuperiisen pa-
lautuskaavan sijasta kiytetdin funktioille yy (z) méériteltyd palautuskaavaa.

Sovelletaan téatéd tekniikkaa Chebysev’in polynomien avulla tehtyyn kehitelméén. Silloin

a(n,x) = 2z
/6)(717 I) = -1
ja palautuskaava funktioille y;(z)
yi(@) = 2zyjpa(z) = yiea(z) +¢5
yn+2(z) = yn4a(z) =0.

Kertoimet ¢; saadaan kaavasta (2.1)) ja itse funktion arvo saadaan sitten laskettua yksikertaisesti

£(&) = o) + 2 (2) + 0.

2.1.6 Padén approksimaatio

Rationaalifunktiota
M
D k=0 KT
R(r) = —2E=0 0T
1+ 3 brx
sanotaan sarjan
o0
flz) = Z cpat
k=0
Padén approksimaatioksi, jos
R(0) = f(0)
ja liséksi
d* dr
—R = — k=1,2,....M+ N.
dl’k (l‘) - dxk (x) x:07 » < ’ +

Kertoimet aq, . ..,ap ja by, ..., by midrdytyvit niistd ehdoista (N + M + 1 kpl).

Polynomien osaméérdnid Padén approksimaatio on singulaarinen nimitt&jin nollakohdissa (eivét
vélttamétta reaalisia). Niin ollen Padén approksimaatio voi heijastaa myds approksimoitavan funk-
tion analyyttisii ominaisuuksia. Tistd syystd sitd kiytetdén esim. funktion tanz (navat pisteissi
x = +7/2) laskentaan.



2.2. INTERPOLOINTI 11

2.2 Interpolointi
Interpolointia tarvitaan, kun tunnetaan funktion arvot maaratyissa pisteissa
yi=f(z;), kan i=1,...,n,

ja halutaan laskea funktion arvo jossakin pisteessa x.
Funktiota voidaan approksimoida nédiden n:n pisteen kautta kulkevalla (n — 1) asteen polynomilla

n
y(x) = Zaj oIt
j=1

Yksi mahdollisuus kertoimien médrddmiseen on ratkaista ne lineaarisesta yhtaloryhmaésta, joka saa-
daan sijoittamalla yhtaloon funktion arvot tunnetuissa pisteissé.

2.2.1 Lagrangen interpolaatiopolynomi

Nopeampi tapa on kuitenkin kiyttds Lagrangen polynomeja L;(x), jolloin interpoloiva polynomi
voidaan kirjoittaa muotoon:

y(z) ~ P(x) = Zyj Lj(z) .

Vaaditaan, etté L;(z) on polynomi, jonka asteluku on < n — 1, ja se toteuttaa ehdot

Li(z;) = 0, kun ¢#j
Talloin

Ensimméinen ehto totetutuu, kun
Lj(x) = Clz —a1) - (v —2j-1) (= 2541) -+ (2 — )

ja vakio C saadaan ma#rattyé toisesta ehdosta.
Molemmat ehdot toteutuvat siten, kun

Lj(z) =
(z—a1) (@ —aj1)(@— @) (2 — @)
(@ — 1)+ (5 — @j-1) () — @jg1) - (@5 — )

2.2.2 Newtonin interpolaatiopolynomi

Ensimmaéisen asteen (tai lineaarinen) interpolaatio on yksinkertaisin mahdollinen interpolaatiokaava ja
saadaan approksimoimalla funktiota kahden pisteen kautta kulkevalla suoralla. Funktion arvo pisteessi
z saadaan silloin laskettua kaavasta:

flz) = a+c(r—11)

T2 — T1

(x — 1)
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Yleinen (n — 1):n asteen Newtonin interpolaatiokaava on puolestaan muotoa:

flx) = a+elr—z1)+---

+ ez —x) (@ —2po1)

Kertoimien ¢y, ..., c, midrdamiseksi tdytyy tuntea funktion arvot n:ssi pisteessi.

Esimerkki: Kun n = 3 voidaan helposti laskea kertoimet:

a = f(a)
S f(x2) —c1 f(x2) — fl1)
T =

To — T XTo — I
P flz3) — a1 c2

(x3 — 21)(z3 — 22) 3 — T2
flas) = flz)  flze) = f(21)

(953—%1)(1“3 —332) (332 —I1)(9€3 —962)

Jos tunnetut pisteet sijaitsevat tasavélein
z; =x1 + (i — 1)Ax, 1=1,2,...,n

saadaan tulokseksi

e = f(z1)
P f(@)‘f(xl)fﬁ
2T Ax Az
o — f(w3) =2 f(ao) + f(21) A%fy
5o 2 (Ax)? ~2l(Ax)?
missé,
Afi = fix1—fi

A2fi = Afi+1 — Afz

Induktiolla voitaisiin osoittaa, etté
A" fy
Cp = ——— ,
" nl(Ax)n

missid A" f; on n:n kertaluvun erotus (differenssi) pisteessi x; ja lasketaan palautuskaavasta

Anfi — An_lfi+1 _ An_lfi .
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2.2.3 Neville’n algoritmi

Muodostetaan interpoloiva polynomi Neville'n algoritmia kéyttden. Algoritmi antaa funktion arvon
halutussa pisteessd, mutta myos arvion approksimaation tarkkuudesta, jota sitten voidaan parantaa
ottamalla mukaan lisdé pisteité.
Kéaytetdan merkintojé:

4 Pl :y17P2:y2a"'7P’rL:yn7

e P o(x) on ensimméisen asteen polynomi, joka kulkee pisteiden (z1,y1) ja (z2,y2) kautta.

P; i+1(z) kulkee pisteiden (z;,v;) ja (Tit1,vi+1) kautta.

P; i+1,i+2(x) on toisen asteen polynomi, joka kulkee pisteiden (x;, y;), (Tit1, Yit1) ja (Tit2, Yit2)
kautta.

e P .. ,(z)on (n—1) asteen polynomi, joka kulkee kaikkien pisteiden (z;,y;),% =1, -, n kautta.

Muodostetaan taulukko:

Ty =P
Pl,g(x)
To:Ys =P P 2 3(x)
P2,3($) P1,2,3 4(SU)
x3:y3 = Ps Py 54(x)
P3,4($)
Tq:ys =Py

Neville’'n algoritmissa polynomien arvot taytetdén taulukkoon seuraavan palautuskaavan avulla.

Pivvoiom(@) =

(v — l'i-i-m)Piw‘,i-&-M—l(x) + (25 — x)Pi-&-lwwi-&-m(x)
(xi - $i+m)

Esimerkki: Lasketaan P; o3 pisteissd x1,z2 ja x3.

(.’L’ - .’133)P1)2(.’L‘) + (.’171 - LE)PQg(l‘)

P =
1,2,3(2) Pra——
— P, —z) P
P = ETATEOh
r1 — T2
— P —x) P
Pro(w) = Gl on
T2 — I3
Pios(z1) = Piao(ri)=Pi=w
Prog(es) = (2 — x3)P1 2(z2) + (21 — 22) P2 3(x2)
r1 — I3
_ (x2 —23)Po + (21 — 22) P> — Py =y,
Tr1 — I3

Pios(zs) = Pas(zs)=Ps=ys
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Parannettu palautuskaava saadaan, kun lasketaan polynomien erotuksia.

Crmi() = Piivm(@) — Pi.itm-1(2)
Dpi(x) = Piitm(®) = Pig1,igm(2)

Cm,i(z) ja Dy, i(x) ovat m:mnen asteen polynomeja, joiden avulla saadaan interpoloivan polynomin
astelukua nostettua yhdell&

Pi.ivm(@) =P izm—1(z) + Cpi(x)
tai

P .itm(z) = Pit1,.ivm(x) + Dy i()
Kéyttamalla polynomien P; ... ;4. (x) palautuskaavoja saadaan esitykset

(x — ;)
Cm,i = m [Pi,»--,ier—l - Pi+1,---,i+m]
(;E - xi—i—m)

Dy = m [Pz',~-~,i+m—1 — P4, itm ],

joista johdetaan palautuskaavat erotuspolynomeille Cy, ;(z) ja Dy, (z):

Crirale) = =D [Ciiae) = Do)
Ditri(z) = m[cm,i+l(x)_Dm,i(x):|o

Alkuarvoina ovat Co; = y; ja Do = y;.

Esimerkki: Lasketaan ensimmaéinen askel

(z; — )

Cri(z) = m(yz‘ﬂ )
Dyi(x) = M(%H — i) -
(xz JJ‘erl)

Pisteiden (z;,¥;) ja (41, ¥i+1) kautta kulkeva suora voidaan sitten esittdd muodoissa

y(x) = yi+Cri(z)
y() Yir1 + D1i(x) -

Polynomit C,, ;(z) ja Dy, :(z) antavat korjauksen, jolla nostetaan interpoloivan polynomin astetta
yvhdell&, kun siirrytédén sarakkeelta m sarakkeelle m 4 1 alla olevassa taulukossa.
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zi:yp=P1 N\ Ci1

P172($)
To:y2=PF /Dy, Py 5 3(z)

P2,3(l’) P1,2,3,4(1’)
r3:ys3 =P \,Cis P 34(x)

P3’4((E)

Ta:ya=Pr [/ Dis

Polku interpoloivaan polynomiin.

1
Py
Yo Pias
Py 3 Pi234
/" D12 N Cao /" D3
Y3 P34
P34
Y4

Neljan annetun pisteen kautta kulkeva polynomi antaa interpoloinnin tulokseksi pisteessd x arvon
Py 234(7) =y3 + Di2(x) + Coo(x) + D31 () .

Korjaus, joka saadaan, kun piste z; otetaan mukaan interpolointiin pisteiden s, z3 ja x4 liséksi on
D3 1(x). Tdtd voidaan kiyttdd virheen arvioinnissa hyvéksi.

Interpolointi kannattaa suorittaa siten, etti | — x;|, 4 =1,...n on pienin mahdollinen ja polku, jota
pitkin edetédédn, kulkee mahdollisimman keskelld kaaviota.

Tehtivi: Oletetaan, etté edell esitetty polynomi kulkee pisteiden (1,1), (2,3), (3,6) ja (4,8) kautta.
Laske sen arvo pisteessd x=2.5. Tehdééin tehtdva késin, mutta Numerical Receipes kirjastossa on
ohjelmaa POLINT, jolla voi suorittaa interpoloinnin.

2.2.4 Rationaalifunktio-interpolointi

Merkinta:
_ Pu(x)  po+pix+-+puat
R ivm(T) = = v
Qu(z)  q+ar+ +qz

on rationaalifunktio, joka kulkee pisteiden (x;,v:), -, (Zitm, Yi+m) kautta. Talloin m+1 = p+v+1,
silld g on mielivaltainen.
Approksimaatio on erittdin hyvé, kun interpoloitavalla funktiolla on napa reaaliakselilla, mutta on
my0s tarpeellinen, jos kompleksitason napa on ldhelld interpolointialuetta. Pade approksimaatio mm.

kéayttda hyvikseen rationaalifunktiota sellaisten funktioiden kehittdmiseen, joilla on napoja.

Bulirsch-Stoer algoritmi rationaalifunktion laskemiseksi on hyvin samanlainen kuin Neville'n algo-
ritmi. Kéaytetyt polynomit rajataan siten, ettd p = v, kun m on parillinen ja 4 = v — 1, kun m on
pariton.

Rationaalifunktiolle R; ... ;4 voidaan johtaa palautuskaava

B iom=Rit1,..itm

Rigi,iem — R igm—1
(z—z;) (1_ Rit1, o itm—Ri, . iqtm—1 )_1 ’

(T—Titm) Rit1,itm—Rit1, - itm—1
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jossa m + 1:n pisteen kautta kulkeva funktio saadaan m:n ja m — 1:n pisteen kautta kulkevien funk-
tioiden avulla.
Alkuarvot ovat

R, = y
Ri.iym = 0, kun m=-1.
Maéritelldan erotusfunktiot
Cm,i(a:) = Ri,---,i+m(x) — Ri,---,ierfl(x)
Dm,z((E) = Riy...,Hm(x) — Ri+1,---,i+m(x)~

Ne toteuttavat ehdon
Crnt1,i(%) = Dyg1,i(2) = Cryig1 () — D ()

ja saadaan laskettua palautuskaavasta

MD , (Cm,i-i-l - Dm,i)

(w_w'i+nz+l) m
(z—z:)
(z—Titm+1)

C’m,i+1 (Cm,i—i-l - Dm,l)

Cmt1i =
Dm,i - Cm,i+1

Dyt

(z—wi)

mDm,i — Chjit1

Esimerkki: Kéaytetddn Numerical Receipes paketin ohjelmaa RATINT interpoloivan polynomin las-
kemisessa.

2.2.5 Spline-interpolaatio

Useissa kédytdnnon sovelluksissa interpolaatiota joudutaan soveltamaan suureen joukkoon pisteité,
(xi,9:), © = 1,...,n, jolloin olisi kiytettdvi korkean asteen interpolaatiopolynomia, kun halutaan
saada tarkkoja tuloksia. Laskennallisten tai polynomiapproksimaation laskentatarkkuuteen liittyvien
ongelmien vuoksi (esimerkiksi korkean asteen interpolaatiopolynomeissa esiintyy usein oskillaatioita),
on kuitenkin suositeltavampaa kéayttid jaksoittaista alemman kertaluvun interpolaatiopolynomia.

Funktiota f(x) approksimoidaan kolmannen asteen polynomilla (cubic spline) kullakin vélin [, 2,]
osavililli [x;, x;41] erikseen eli

flz) ~ s;(x), kun z; <z <z
ja
5i(2) = yi + bi(w — 23) + ci(x — 25)* + di(w — 23)% .
Vaaditaan, ettd polynomi s;(x) toteuttaa seuraavat ehdot:
o si(xi) = flzi) =wi

o 5i(wiy1) = f(Tiv1) = Yir1
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e derivaattojen s;(z) ja s/ (x) on oltava jatkuvia pisteissi x;

Polynomin muodostamiseksi approksimoidaan funktion f(x) toista derivaattaa f”(x) vililld z; < a <
;41 suoralla:

Ti+1 — T

f/lx %8//1‘ :S/lmi —_—

(@) % s (0) = o () 2= Lo

Kertoimet s} (x;) ja s;(x;+1) ovat toistaiseksi tuntemattomia ja niiden laskeminen on spline-

interpoloinnin padongelma.
Integroimalla kaksi kertaa saadaan kolmannen asteen approksimaatiopolynomiksi s;(z) talld vélilla ¢

(x — ;)3

/l( ) (miJrl - .7})3

si(z) = si(x Az, + 57 (Tig1)

+ Wz 4@ |
missid Ax; = x41 — 2.

Integroimisvakiot C(1) ja C'?) madritiin siten, ettéd polynomi kulkee pisteiden (2, ;) ja (i1, ¥it1)
kautta, eli s;(z;) = y; ja si(x;4+1) = yit+1. Tuloksena saadaan polynomi

(x — x;)3

) _ " ,(xi-‘rl_x)g "
silw) = () + sl i) o

Sijoittamalla x; 11 — x = Az; — (x — x;) saadaan myos alussa esitetyn kolmannanen asteen polynomin
kertoimet laskettua.

1
di = AT, [s7 (zit1) — 87 (2)]
1
ci = 5si(@i)
1

bi = —IYi+1—ui
Axi[y,ﬂ Yil
Al’i

6

(87 (wig1) + 287 (z3)] -

Vaaditaan lisdksi, ettd ensimméinen derivaatta on jatkuva solmupisteissa
/ /!
si(zi) = si_q (i)

eli véilin ¢ vasemmanpuoleisessa pééitepisteessi x; laskettu derivaatta on sama kuin vélin (i —1) oikean-
puoleisessa pédtepisteessad x; laskettu derivaatta. Silloin saadaan seuraava lineaarinen yhtdloryhmé
toisen derivaatan arvoille:

A:L'ifls;,fl(xifl) =+ Q(A.’tl —+ Awl,l)s;/(:rl)

Yi+1 —Yi  Yi —Yi-1
Al‘i A.Z‘i_l ’

+A£Ci82/+1 (iCH_l) = 6[
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missd i = 2,...,n — 1, ja n on pisteiden lukumééri, Ax;_1 = z; — x;_1. Liséksi pitdd huomata, etta
si(xiv1) = si1(@it1)
sisi(@i) = s)(x)

Yhtilsitd on (n — 2) kappaletta ja niissd n tuntematonta s/ (z;), 4 = 1,2,...,n, joten tarvitaan

kaksi lisdehtoa yhtéloryhmén ratkaisemiseksi. Tavallisin tapa (natural cubic spline) on asettaa toinen
derivaatta taulukoitujen arvojen daripisteissa nollaksi

s{(z1) = sl (z,) =0.

Tuloksena saadaan funktio, joka on mahdollisimman sile4, eli spline-ehdot toteuttavista kuutiollisista
polynomeista natural cubic spline antaa integraalille

[ Sy

pienimmén arvon.

N4in on muodostettu lineaarinen yhtéaléryhmé funktion toisen derivaatan laskemiseksi solmupisteissa.
Yhtélon kerroinmatriisi on muotoa,

2(l2 + l1) lo 0 ... 0 0
lo 2([3 —|—lz) l3 ... 0 0
0 0 0 e ln_g 2(177,—1 + ln_g)

missé on kdytetty merkintad [; = Ax;.

Numerical Recipes kirjastossa on kaksi ohjelmaa, joita kdyttéen spline approksimaatio voidaan laskea.
Ensin on laskettava spline kertoimet eli s/(x;), i = 1,2,...,n aliohjelmassa SPLINE, jonka jilkeen
itse funktion arvo pisteessé x voidaan laskea aliohjelmalla SPLINT.

Huomaa, etté ohjelmassa SPLINE ei kiytetd natural splinea vaan lisiehdoiksi on valittu ensimmaéisen
derivaatan arvot vilin paitepisteissi YP1 ja YP2. Asettamalla ndmé luvut suuremmiksi tai yhtd suuriksi
kuin 1x3° ohjelma laskee natur spline-kertoimet.

Aliohjelma SPLINE on itse asiassa tridiagonaalisen yht&loryhmén ratkaisu Gaussin elimointimene-
telméllé. Asia késitellddan téissi kurssissa tarkasti myohemmin. Aliohjelmassa SPLINT etsitéifin ensin se
véli, missé piste = sijaitsee ja kiytetddn sen jédlkeen cubic spline interpolaatiopolynomia talla valilla
funktion arvon laskemiseen.
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2.3 Numeerinen derivointi

Oletetaan, etté funktio tunnetaan pisteissi (x;,y;), kun ¢ = 1,--- n. Derivointiin voidaan kiyttii
interpoloivaa polynomia tai splinen antamaa polynomia ja derivoida tadmé.
Funktion derivaatan mééaritelmé on

P (O (CERORS (6

dx h—0 h

2.3.1 Lineaarinen interpolaatio; kahden pisteen kaava

Kun tunnetaan funktion arvo kahdessa pisteessé, sen derivaatan arvo voidaan laskea suoraan derivaa-
tan méaaritelmésta,
() = f($i+1)h— f(ffi)7
missd h = x;41 — ;.
Tamé tarkoittaa itseasiassa sité, ettd funktiota approksimoidaan pisteiden kautta kulkevalla suoralla

Y2 — Y1
—

x —x1),
To — T

y=uy+

jolloin derivaatta on

y/(m):gz:ill _ f($1+h})1—f($1).

2.3.2 Parabeli-interpolaatio; kolmen pisteen kaava

Oletetaan, ettd funktio kulkee pisteiden (x1,¥1), (22,y2) ja (x3,y3) kautta ja olkoon kahden
peridkkiisen pisteen véli h, kun pisteet sijaitsevat tasavélein. Silloin kolmen pisteen Lagrangen in-
terpolaatiokaava

y(r) =~ = iyj Li=)
L = o)
mu>=<$:2ﬁrw;
L = ool
voidaan kirjoittaa muotoon
y(za +1) = # [v18(8 =) = 292(t° = B*) +yat(t + h)],

missé t = x — o.
Maéritelldén parametri p = ¢/h, jolloin saadaan

[p(p— Dy — 20> — Dy +p(p+ 1) 3] ,

DN =

y(xo + ph) =
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ja derivaatta puolestaan on
1
y' (w2 +ph) = 55 [(2p = 1) g1 = dpyz + (2p + 1) ],

koska,
t -

P=5 ="

Valitsemalla parametrille p sopiva arvo voidaan kaavaa kédyttdd sekd vélin keskelld ettd sen
pédtepisteissid. Vilin keskelld olevassa pisteessd p = 0, jolloin derivaatta pisteessid x = x5 on

1 Ys — Y1
/ = — (= = —
Y (v2) = 2h( Y1 +Ys) oh
Alkupisteessd © = x1 p = —1, jolloin derivaattaksi saadaan

1
y'(z1) = % (—3y1 +4y2 — y3)

ja valin loppupisteessd x = x3 p=1

1
Y (x3) = = (y1 — 4y2 + 3y3).

2h
Esimerkki Ohjelma taulukoidun funktion derivaatan laskemiseksi kolmen pisteen kaavalla kaikissa
taulukointipisteissa:
C derivl.f

subroutine derivi(h, y, dy, n)

integer n

real h, hp, y(n), dy(n)

hp = 0.5/ h
C paatepisteet

dy(1) = hp * (=3xy(1) + 4xy(2) - y(3))

dy(n) = hp * (y(n-2) - 4*xy(n-1) + 3 y(n))
C valipisteet

do i = 2,n-1

dy(i) = hp * (y(i+1) - y(i-1))

end do

return

end

2.3.3 Viiden pisteen kaava

Oletetaan, ettd funktion kulkee pisteiden (z;,v;), @ = 1,2,3,4,5 kautta. Viiden pisteen Lagrangen
polynomista voidaan johtaa samalla tavalla kuin kolmen pisteen tapauksessa derivaatalle kaava

1 [2p3—3p?> —p+1

!
) = =
y'(x3 4 ph) A 15 1
4p® —3p? —8p + 4
- Y2
6
2p® — 5p
T B
4p® +3p? — 8p — 4
- Yq
6
2p3 +3p? —p—1
PR il Sl

12
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Keskimmadisesséd pisteissd derivaatan arvo saadaan asettamalla jélleen p = 0.

1.1 2 2 1

/ e PR PE— p— —_— ——
y'(z3) = h (12y1 3212 + 3y4 12y5)-

2.3.4 Toinen derivaatta polynomiapproksimaatiosta

Derivoimalla kolmen pisteen Lagrangen interpolaatiopolynomi saadaan kolmen pisteen kaavaksi

1
y'(z) = ) (y1 — 2y2 + y3)-

T&ama4 ei ole kuitenkaan kovin hyva approksimaatio, koska kolmen pisteen kautta piirretyn parabelin
toinen derivaatta on vakio. Toisen derivaatan laskemiseen on siksi parempi kiyttad viiden pisteen
kaavaa, joka antaa esimerkiksi pisteessd x3 arvon.

y' (x3) (—y1 + 16y2 — 30ys + 16y4 — ys).

1
T 12R2

2.3.5 Derivointi splinen avulla
Oletetaan, etti funktiota y(xz) interpoloiva cubic spline polynomi
y() ~ si(z) =
yi + bi(x—x;)+e(x— xi)Q +d;(x— xi)?’

tunnetaan, kun z; <z < z;41 jat=1,...,n.
Silloin saadaan approksimaatiot ensimméiselle derivaatalle

Y (z) = si(x) = b; + 2¢; (x — ;) + 3d; (v — x;)?

ja toiselle derivaatalle
y"(z) ~ s (x) = 2¢; + 6d; (v — x;) .

Kertoimet laskettiin jo edelld

1
dl = GAI, [sz (‘Ti+1) S (xl)]
C = %Sél(%)
1
by = E[yiﬂ Yi)
Al‘i
B ) + 260 )

Solmupisteissé lasketut derivaatat ovat silloin

y'(zi) =~ si(w) =0
1 Al‘l
= Az (Yir1 —¥i) — 6 (87 (wiv1) + 257 (21))

y'(z) =~ s](z;) =2¢.
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2.4 Funktion nollakohdat (juuret)

Etsitdén yleisen yhden muuttujan funktion nollakohdat (juuret)
f(z) =0.

2.4.1 Puolitusmenetelmi

Puolitusmenetelméssé valitaan lahtoarvoiksi kaksi pistettd, joiden viélissd nollakohdan tiedetédén si-
jaitsevan. Olkoon
€0 =T — X1 .

Valid puolitetaan
€ntl = €n/2,

kunnes juuren arvo tunnetaan halutulla tarkkuudella

€0

6:27”.

My6s uuden vilin padtepisteiden on oltava nollakohdan eri puolilla eli toisin sanoen funktion arvojen
on oltava erimerkkiset viilin pédétepisteissi (f(z1)f(xz2) < 0). Iterointiin tarvitaan siis n = log, €g/€
iterointikertaa, mutta ratkaisu 16ytyy varmasti.

Yleisesti ottaen iterointi suppenee lineaarisesti, jos
€n+1 = vakio X €, ,
kuten puolitusmenetelméssé ja superlinaarisesti, jos
€nt+1 = vakio X (e,)"
kun m > 1.

Puolitusmenetelmén algoritmi ohjelmaksi kirjoitettuna voisi olla seuraava. Lahtopisteet saadaan esi-
merkiksi piirtdméalla funktion kuvaaja.

yl = fun(xl)
yr = fun(xr)
1 if (abs(xr-xl) .gt. acc) then
x = 0.5%(xr+x1)
y = fun(x)
if ( yxyl .ge. 0.0) then
yl =
xl =x
else
yr =5y
Xr =X
end if
goto 1
end if

<

Numerical Recipes kirjastossa on aliohjelma RTBIS, jossa kdytetddn puolitusmenetelméd. Lisdksi Nu-
merical Recipes kirjastossa oleva ohjelma ZBRAC etsii funktion FUNC(x) yhtd juurta ldhtien véliltd
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[X1, X2] ja palauttaa vélin pditepisteet 50:n puolituksen jilkeen (muuttuja SUCCES kertoo onnis-
tuiko haku). Ohjelma ZBRAK puolestaan etsii function FUNC/(x) juuria (korkeintaan NB kappaletta)
valiltd [X 1, X 2] jakamalla vilin N:dén yhtdsuureen osaan. Se palauttaa juurien lukuméérin NB seké
niiden vilien pédtepisteet taulukoissa XB1 ja XB2, joissa juuret sijaitsevat. N&itd ohjelmia voidaan
kayttaa valin alkuarvojen etsimiseen, mikéli ei haluta tehdé sité graafisesti.

2.4.2 Sekanttimenetelmi ja regula falsa

Regula falsa menetelmiissi (kddinteinen lineaarinen interpolaatio) approksimoidaan funktiota suoralla

sellaisella vilill4, jossa juuren tiedetddn sijaitsevan.

1. Méadratidn kaksi aloituspistettd (z1,y1) ja (22,y2), joiden vilissd juuren tiedetéiéin sijaitsevan eli
funktion arvot ovat erimerkkiset vélin péaitepisteissé, y1 * yo < 0.

2. Approksimoidaan funktiota pisteiden (z1,y1) ja (we,y2) kautta kulkevalla suoralla ja etsitéiéin

suoran nollakohta,

ja nollakohta on

3. Lasketaan arvioitua nollakohtaa vastaava funtion arvo y = f(x)

4. Valitaan uudet pisteet (x1,y1) ja (z2,y2) siten, ettd, jos yy; > 0, niin 21 = z, y; = y ja muussa
tapauksessa o =z, y2 = y.

5. Testataan onko haluttu tarkkuus saavutettu: |y| < e tai |z — z1| < 0. Jos tarkkuus on saavutettu,
niin palataan padohjelmaan, muussa tapauksessa palataan kohtaan 2.

Subroutine aliohjelma regula:

subroutine regula(fun, x1, xr, x, acc)

real fun
real x1, xr, yl, yr, dx, x, y, acc
yl = fun(xl)
yr = fun(xr)
dx = xr - x1

1 if (dx .gt. acc) then

x =

y = fun(x)

if( yxyl .ge. 0.0) the
yl =y
dx = abs(x - x1)
x1 = x

else
yr =y
dx = abs(x - xr)
Xr = x

end if

Y2 —
y=u+-———
To — X1
X1 — T2
r =1 —
Y1 — Y2

x1 - (x1 - xr) / (y1 - yr) * yl

I (r—21)=0
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goto 1
end if
return
end

Sekanttimenetelmé on muutoin samanlainen, mutta siind kiytetédn aina kahta viimeisinté arvoa riip-
pumatta siitd, ovatko ne eri vai samalla puolella juurta (eli ei tarkistetta ettd y; xyo = f(z1)* f(22) <
0):

Tp —Tn-1 Tn—-1Yn — TnlYn—1

Tn+l = Tp — Yn =

Yn — Yn-1 Yn — Yn-1
Numerical Recipes kirjastossa on aliohjelmat RTFLSP, joka kiyttdd regula falsa menetelméé (false
position method englanniksi) ja RTSEC, joka kiiyttdd puhdasta sekanttimenetelméi. Menetelmien erona
on se ettd regula falsa menetelméssé tarkistetaan aina ettd uusissa pisteissé funktiolla on eri merkkiset
arvot. RTFLSP suppenee sen vuoksi joskus hitaammin kuin RTSEC, mutta se on varmempi (iterointi ei
"karkaa”).

2.4.3 Yleinen iterointimenetelmai

Kirjoitetaan yhtdls f(z) = 0 muotoon
x=¢(x) .

Téamaé yhtélo voidaan silloin ratkaista yleiselld iterointimenetelmélla seuraavasti:
1. Annetaan muuttujalle x 1dhtéarvo xg.

2. Lasketaan uusi arvo yhtélosta.
Ti+1 :¢(l‘i), t=0,1,...

3. Testataan ratkaisun tarkkuutta. Jos se on riittdva palataan pddohjelmaan, mutta muussa tapauk-
sessa jatketaan iterointia uudella z:n arvolla.

Algoritmi ohjelmana

1 if (abs(dx) .gt. acc) then
x = fun(x0)
dx = x - x0
x0 = x
goto 1
end if

Ratkaisu suppenee, jos funktio ¢(x) on méidritelty ja differentioituva jollakin vililli ¢ < z < b si-
ten, ettid kaikki funktion arvot ovat rajoitettuja kyseiselld valilld (a < ¢(x) < b) ja liséksi juuren
ldhiympéristossa

¢/ ()] =k <1

Jos ¢'(x) > 0 ratkaisun ympiristossé, niin suppeneminen on monotonista.
Jos ¢'(x) < 0 ratkaisun ympéristossi, niin iterointi oskilloi ratkaisupisteen ympérilla.
Viliarvolauseen mukaan juuren (olkoon se «) ympéristssi voidaan kirjoittaa

Tiy1 —a ¢ (a)(z; — @)



2.4. FUNKTION NOLLAKOHDAT (JUURET) 25

Silloin
|z, — a| = k"™ |xg —
ja
lim |z, —a|=|z¢—al lim k" =0
n—oo n—oo

Ratkaisu siis suppenee, x,, — «, kun k < 1.

2.4.4 Newton-Raphsonin menetelma

Téasséd menetelméssa kaytetddn funktiota approksimoivan suoran yhtéldsséd suoran kulmakertoimen
laskemiseen funktion derivaattaa.. Newton-Raphsonin menetelmén suppeneminen on superlineaarista
ja suppenee siis nopeammin kuin puolitus- tai sekanttimenetelméit.

Menetelmé on muutoin samanlainen kuin sekanttimenetelmé paitsi, ettd suoran yhtalé on

y=y1+y (x—x1),

joten sen nollakohta ratkaistaan yhtalostéa

Y1
x:xl—f/.

Y1

Sekanttimenetelmii vastaava iterointi on
B Yn
T+l = Tn — -
n

Numerical Recipes kirjastossa on aliohjelmat RTNEWT ja RTSAFE, joissa kiytetddn Newton-Raphsonin
menetelméd. Jalkimmaéisessé iterointi pysyttelee annetuissa rajoissa.

2.4.5 Brentin menetelmi; suositeltavin menetelmi

Tam& menetelmé yhdistdd puolitusmenetelmén ja parabeliapproksimaation kolmen pisteen (24, yq),
(b, yb) ja (ze, ye) kautta kulkevalle monotoniselle funktiolle.

v = Wov)lyowm)
(Ye = Ya) (Ve — Ub)
(v —vo) (Y — ye)
RO TR
(y— c)(y Ya)
(¥ = Ye) (Yp = Ya)
Asetetaan y = 0 ja kirjoitetaan yo. yhtdlé muodossa
T =xp+ é
P = S[T(R-T)(x.—m) — (1= R)(xp — 24)]
Q = T-DER-1(S-1)
R = u/ye
S = U/Ya
T

Ya/Ye
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Toivomus on, ettd x; on kohtuullisen hyvi approksimaatio nollakohdalle ja P/Q pieni korjaus siihen.
Jos @ on liian pieni, niin iterointi suppenee hitaasti. Iterointia nopeutetaan asetamalla rajat P/Q
suppenemiselle. Jos suppeneminen ei ole riittdvan nopeaa, niin nopeutetaan sité puolitusmenetelmalla.
Numerical Recipes ohjelma ZBRENT tekee tdmén.

2.4.6 Numeerisia esimerkkeja

Esimerkking aliohjelman RTSAFE kiytostéd etsitdén Besselin funktion Jy(x) juuret. Besselin funktio
Jo(x) voidaan esittéii sarjakehitelmiin avulla.
T\ 28
(3)

Numerical Recipes kirjaston funktiot BESSJO ja BESSJ1 laskevat Besselin funktioiden Jy(x) ja Ji(z)
arvot pisteessd x. Tarvittava derivaatta on

) _1)s

S

dJO (’I)
dx

= le(x).

Pa#ohjelma
PROGRAM D9R9
C Driver for routine RTSAFE
EXTERNAL FUNCD,BESSJO
PARAMETER (N=100,NBMAX=20,X1=1.0,X2=50.0)
DIMENSION XB1(NBMAX) ,XB2(NBMAX)
NB=NBMAX
CALL ZBRAK(BESSJO,X1,X2,N,XB1,XB2,NB)
WRITE(*,’ (/1X,A)’) ’Roots of BESSJO:’
WRITE(*,’ (/1X,T19,A,T31,A/)’) ’x’,’F(x)’
DO 11 I=1,NB
XACC=(1.0E-6)*(XB1(I)+XB2(I))/2.0
ROOT=RTSAFE (FUNCD,XB1(I),XB2(I),XACC)
WRITE(*,’ (1X,A,I2,2X,F12.6,E16.4)°)
1 ’Root ’,I,RO0T,BESSJO(ROOT)
11 CONTINUE
END
ja funktion arvot lasketaan aliohjelmalla:
SUBROUTINE FUNCD(X,FN,DF)
FN=BESSJO(X)
DF=-BESSJ1(X)
RETURN
END
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2.5 Numeerinen integrointi

Numeerisessa integroinnissa lasketaan méaériatyn integraalin

I:/ab f(z)dz

arvo. Usein tulos halutaan jollakin ennalta ma#ratylld tarkkuudella, jolloin algoritmissa on kiinni-
tettdva erityistd huomiota x:n arvojen valintaan.

2.5.1 Puolisuunnikaskaava

Yksinkertaisin tapa laskea miiriitty integraali on kiyttdd puolisuunnikaskaavaa (trapezoidal rule):

e Funktion arvot tunnetaan pisteissé (z;,y;), ¢=0,...,n, ja z:n arvot on taulukoitu tasaviilein,
x; = a + i h. Askeleen pituus on h.

e Approksimoidaan funktiota kahden perdkkiisen pisteen vililld suoralla.

e Yhden téllaisen puolisuunnikkaan pinta-ala on

A=ty = Ms@ + 1] 0wt

Kun kaikkien puolisuunnikkaiden alat lasketaan yhteen saadaan tulokseksi

b n
I:/ f(x)dm:thiyi,
@ i=0

missé )
—a
ri=a+1th, kun h=
n
Painokertoimet ovat 1
Wy = Wy, = 5
ja
w; =1, kun i=1,...,n—1.

Tuloksen tarkkuutta voi parantaa kasvattamalla laskentapisteiden lukuméaéria.

Aliohjelma mé#drityn integraalin laskemiseksi puolisuunnikaskaavalla:
C trapez.f
C Lasketaan tasavalein taulukoidun funktion
C integraalin arvo res kun valin pituus h, pisteita n
C ja y on taulukko joka sisaltaa funktion arvot

subroutine trapez(h, y, n, res)

integer i, n

real h, res, y(n), sum

sum = 0.5 * y(1)

doi=2, n-1

sum = sum + y(i)

end do

res =h *x (sum + 0.5 * y(n))

return

end
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Vastaavasti funktion FUNC ma#ratty integraali voidaan laskea Numerical Recipes kirjaston ohjelmalla
TRAPZD, joka laskee m:nnen tarkennuksen integraalin arvoon. Ensimmaéisessd arviossa, kun n = 1,
oletetaan, etti funktio on koko integrointiviililld suora, joka kulkee alku- ja loppupisteiden (a, f(a)) ja
(b, (b)) kautta. Parannettu arvio saadaan, kun n = 2,3, ... lisdamalld 2"~2 vilipistettd tasavilein.

subroutine trapzd(func,a,b,s,n)
integer n
real a,b,s,func
external func
integer it, j
real del, sum, tnm, X
if (n.eq.1) then
5=0.5%(b-a) * (func(a)+func (b))
else
it = 2xx(n-2)
tnm=it
del=(b-a)/tnm
x=a+0.5*del
sum=0.
do j=1,it
sum=sum+func (x)
x=x+del
end do
5=0.5% (s+(b-a)*sum/tnm)
endif
return
end

Usein halutaan tulos jollakin ennalta méaratylla tarkkuudella EPS. Seuraava Numerical Recipes kir-
jaston ohjelma laskee integraalin tarkkuudella 1076 tai kun 20 parannusta on tehty.
subroutine qtrap(func,a,b,s)
integer jmax,j
real a,b,func,s,eps,]j
parameter (EPS=1.e-6, jmax=20)
olds=-1.e30
do j=1,jmax
call trapzd(func,a,b,s,j)
if (abs(s-olds).lt.EPS*abs(olds)) return
olds=s
end do
pause ’too many steps.’
end

2.5.2 Simpsonin kaava

Tarkkuutta voidaan yrittéda parantaa myos approksimoimalla funktiota lineaarista korkeamman asteen
polynomilla taulukointipisteiden vililla. Kun approksimointiin kdytetdédn Lagrangen interpolaatiopo-
lynomia saadaan tulokseksi ns. Newton-Coatesin integrointikaavat. Toisen asteen polynomia (parabe-
lia) vastaavaa kaavaa kutsutaan Simpsonin kaavaksi.

Johdetaan Simpsonin kaava tasavélein h taulukoidulle funktiolle.
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Lasketaan ensin kolmen pisteen (z1,41), (x2,y2) ja (z3,y3) kautta kulkevan parabelin integraali
1
ozt ph) =5 [p(p = D1 =207 = Dy +p(p+ 1) ys] ,
missé p = (z — x2)/h,

T3 1
/ f@)de = b / flaz + ph)p

- g(yl +4ys +y3) + O F(€)) .

Kun kaikki vélit lasketaan yhteen, saadaan tulokseksi

b n
I:/f(x)dw:thiyi,
a i=0

h—
r;=a+1th, kun h= a4
n
ja painokertoimet ovat
1
Wy = Wy, = 5
4 .
wi:§, kun i=1,3,...
2
wi = 3, kun i=2,4,...

On huomattava, ettd pisteiden lukumé&irdn on oltava pariton, jotta péitepisteet tulevat oikein
késitellyksi. Tuloksen tarkkuuta voi jélleen parantaa kasvattamalla laskentapisteiden lukumé&araa.

Ohjelma taulukoidun funktion integraalin laskemiseksi Simpsonin kaavalla:
C simps.f
C Lasketaan tasavalein taulukoidun funktion
C integraalin arvo res (valin pituus h, pisteita n)
C Pisteiden lukum&é&r& pariton
subroutine simps(h, y, n, res)
integer i, n

real h, res, y(n), sum, w
sum = y(1)
w=2.0
do i=2, n-1
w=26.0-w
sum = sum + w* y(i)
end do
res = h * ( sum + y(n))/ 3.0
return
end

Numerical Recipes kirjastossa on aliohjelma QSIMP, jossa kéytetddn hyvéksi kaavaa

4 1
S=-8ny— 5
302N T 3ON
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misséd osasummien Sy (askeleen pituus h) sekid Sy (askeleen pituus 2h) laskemiseen kiytetiin 2N
ja N pisteen puolisuunnikaskaavoja.

4 1
S = gh(§y1+yg+y3+y4+y5+...)

1 1
- §2h(§y1 +ys+ys+...)

1
= gh(yl +4ys + 2ys +4ys + .. .)

2.5.3 Rombergin integrointi

Eulerin summakaava (vuodelta 1738) esittdd puolisuunnikaskaavan virhetermin askeleen pituuden
parillisten potenssien potenssisarjana

S = /:N f(a)dz
1

= h(591+y2+y3+y4+y5+~-~)

— O9h? = Cyh* — .. = Coph®F — ...,

missé

_ Bop k1) L26-1)
Cor = (Qk)!( )

ja By ovat Bernoullin lukuja.

Tavoitteena Rombergin integroinnissa on saada integraalin arvolle S(h) arvio, kun A = 0. Tdhén
kédytetddn Richardsonin menetelm#i, jossa lasketaan S askeleen pituuksilla h,h/2,h/4,... h/2™,
muodostetaan nédiden pisteiden kautta kulkeva polynomi ja lasketaan sen arvo, kun askeleen pituus
on nolla.

Simpsonin kaava on saatu siten, ettd lasketaan integraalin arvot S(2h) ja S(h) askeleen pituuksilla 2k
ja h ja lasketaan nédiden pisteiden kautta kulkevan suoran ja y-akselin leikkaus,

S(h) — S(2h) 4

(0—4h2) = 25y — %S(Zh) .

S =5(2h) + ST 3

Kuten edell korostettiin, suora lasketaan h%:n funktiona.

Korkeamman asteen interpoloivan polynomin muodostamiseen Numerical Receipes kéyttad Neville'n
algoritmia ja POLINT-ohjelmaa. Tdméa parantaa integraalin arvon suppenemista ja antaa arvion
integraalin tarkkuudesta.

SUBROUTINE QROMB(FUNC,A,B,SS)
PARAMETER (EPS=1.E-6, JMAX=20

1 , JMAXP=JMAX+1,K=5,KM=4)
DIMENSION S(JMAXP),H(JMAXP)
H(1)=1.

DO J=1,JMAX

CALL TRAPZD(FUNC,A,B,S(J),J)
IF (J.GE.K) THEN
L=J-KM
CALL POLINT(H(L),S(L),K,0.,SS,DSS)
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IF (ABS(DSS).LT.EPS*ABS(SS)) RETURN
ENDIF
H(J+1)=0.25%H(J)
END DO
PAUSE ’Too many steps.’
END

2.5.4 Spline-integrointi
Oletetaan, ettid funktion f(x) cubic spline interpolaatio
y(@) = s(@) = yi +bi (x — 23) + i (z — 23)? + di (¢ — 23)°

tunnetaan, kun z; <z <z;y1jat=1,...,n.
Silloin integraali vilin [z;,2;11] yli voidaan laskea,

Tit1 Tit1
/ y(z) dx =~ / s(z) dx

1 1 1
= Az;y; + 5 (Al‘l)Q b; + 3 (A-’L'z)g ¢+ 1 (sz)4 d;
missé, A.I?i = Ti+1 — Tj-

Kertoimet laskettiin jo edella

1
dl = GAIEZ [Sz ($i+l) S5 (.’1%)]
1
G = 58;’(3%)
1
by = E[%H Yi)
Ax;
- Sl (@) + 267 (@)

Kun ndma sijoitetaan integraalin lausekkeeseen, niin lopputulos voidaan silloin kirjoittaa muotoon,

Ty n—1 i1
| v@ra=Y [ s
xr 11:1 X,

1

1
Az [y + yigy1 — B Az} (g +ula)] -

2.5.5 Gaussin integrointikaavat

Funktioille, joita voidaan approksimoida hyvin jollakin tunnetulla ortogonaalipolynomilla halutulla
integrointivélilld, voidaan kiyttdd Gaussin integrointikaavoja.

Gaussin integrointikaavoissa
esiintyy tunnettu painofunktio W (x), jonka ominaisuuksia hyviksikdyttien voidaan integraali kir-
joittaa summaksi,

b n
/ W(zx) f(z)dx =~ szf(:cl),
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Painokertoimet w; ja pisteet x; mé#riatddn siten, ettd summa antaa tarkan tuloksen vililld [a, b] kun
f(x) on polynomi, jonka asteluku on 2n — 1 tai pienempi.

Kaavojen johtaminen on monimutkaisempaa kuin Simpson’in sé#énnén johtaminen. Voidaan osoit-
taa ettd, pisteet x; ovat painofunktioon liittyvan ortogonaalisen polynomin nollakohtia. Gaussin
integroinnin idean selventdmiseksi tarkastellaan kuitenkin yksinkertaistettua tapausta. Esimerkiksi
vélilld [—1, 1] ja painofunktiolla W (x) = 1 yhden pisteen Gaussin kaavan

[ s ws

tulee antaa tarkka tulos, kun f(z) on mielivaltainen astetta 2-1—1 =1 (tai 0) oleva polynomi
flz)=bx+ec

On siis oltava

/ (bx + ¢) dz = 2¢ = w f(z1).

-1

Ehto toteutuu, kun valitaan z; = 0 ja w; = 2. Gaussin integraalikaava on talléin

/_11 f(z)dx ~ /_11(1733 +e)dz = 2¢ = 2/(0).

Gaussin kaavat ovat tdmén idean yleistyksid korkeamman asteen polynomeille.
Kun painofunktiona on W(z) = 1 ja rajat ovat a = —1,b = 1, niin ortogonaalipolynomi on Legendren
polynomi, ja jos taas painofunktiona on

1

W(z) = 7\/@

polynomina on Chebyshevin polynomi.

Esimerkki: Laske integraalin

arvo.
Painofunktio on

1
W)= ——,
@ = ——
Chebyshevin polynomien nollakohdat
2i—1m
x; = cos( 5 E)

ja niitd vastaavat painot




2.5. NUMEERINEN INTEGROINTI 33

C gausch.f
C Gauss- Chebyshev integrointi
subroutine gausch()
integer n, i
real pi, w, X, sum, arg
pi = 4.0%atan(1.0)
w = pi / real(n)
sum = 0.0
do 10 i = 1,n
x = cos(0.5% (2% i -1) *w)
arg = cos(x)
sum = sum + w * exp (-arg *arg)
10 continue
return
end

Usein Gaussin kaavoissa integrointirajat ovat erilaiset kuin laskettavana olevassa integraalissa. Silloin
on tehtdva muuttujan vaihto; esimerkiksi muuttujan vaihdolla

b+a+b—a
xr =
2 2

t

voidaan integraali yli vilin [a, b] muuttaa integraaliksi yli vélin [—1, 1]

b¢ = 1M ~ nU}- o
/a (I*a)(bfz)d _llmd“; i f (i)

missé
b+a b—a 20—1m7
=ty sy

).

Ly

Tavallisimmat Gaussin integraalityypit:
b n
@ i=1

missé
rajat a,b painofunktio W(z) Ortogonaalipolynomi

-1,1 1 Legendre
1
-1 s 1 ﬁ Chebyshev
0,00 e " Laquerre, c=10,1,...
-00, 00 e Hermite

Numerical Recipes kirjastossa on ohjelma GAULEG, joka laskee Gauss-Legendren integrointikaavassa
tarvittavat pisteet ja painokertoimet vililla [X1, X 2] (eli itseasiassa ratkaisee Legendren polynomin
juuret Newtonin menetelmélld):
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SUBROUTINE GAULEG(X1,X2,X,W,N)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

REAL*4 X1,X2,X(N),W(N)

PARAMETER (EPS=3.D-14)

M=(N+1)/2

XM=0.5D0* (X2+X1)

XL=0.5D0* (X2-X1)

DO 12 I=1,M
Z=C0S(3.141592654D0* (I-.25D0) / (N+.5D0))
CONTINUE

P1=1.DO
P2=0.D0
DO 11 J=1,N
P3=P2
P2=P1
P1=((2.D0*J-1.D0) *Z*P2-(J-1.D0) *P3) /J
CONTINUE
PP=Nx* (Z*P1-P2)/(Z*Z-1.D0)
Z1=27
Z=Z1-P1/PP
IF(ABS(Z-Z1) .GT.EPS)GO TO 1
X(I)=XM-XL*Z
X(N+1-I)=XM+XLx*Z
W(I)=2.D0*XL/ ((1.DO-Z*Z)*PP*PP)
W(N+1-I)=W(I)

CONTINUE

RETURN

END
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2.6 Lineaarinen yhtil6ryhmé

Lineaarinen yhtaloryhméa

anxi +ai®e + -+ apr, = b
21T + ATy + - -+ agTp = by
Ap1T1 + Ap2Xy + -+ GppTy = bn

voidaan kirjoittaa matriisimuotoon

Az =0,
missé,
a1 aiz -+ Qip
A— a1 Q22 -+ Q2p
anl an2 o Qpp
ja = seké b ovat pystyvektoreita
Ty
€2
x - b
Ty
b1
b
b= 2
bn
2.6.1 (Gaussin menetelméi
Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhmas
a11r1 + a2 + - + a1pxy =  QAin+1
G21T1 + G22T2 + -+ - + 2Ty = A2n41
An1T1 + QpaZo + -+ + App Ty - Apn+1 -

Merkintojen yksinkertaistamiseksi on yhtélon oikealle puolelle otettu kayttoon merkinta, b; = a;p41.
Ratkaistaan ensin tuntematon x; ensimmaisestéd yhtdlostéd jakamalla kertoimella aqq.

A1n41 a12 A1n
ri=——————T9g— "+ — — Ty .

a1 a1l a1

ja sijoitetaan tdmé ratkaisu alempiin yht&loihin.
Silloin saadaan uusi yhtaléryhma

T1+c12T2 + -+ CinTn =  Cintl

alYrs+ - +ale, = ab),

agg)xg + -+ agll,zxn = af},fﬂ ,
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missé kertoimet ovat

a1y

cj=— , jJ=2,...,n+1

a11

a(l)—a i — ak1C1
kj — Ykj k1C€1j4

j=2,...,n+1

, k=2....n4+1.

Seuraavaksi ratkaistaan toisesta yhtalostd xo ja sijoitetaan saatu tulos alempiin yhtdléihin. Jatkamalla

samalla tavalla saadaan p:n eliminoinnin jilkeen yhtéloryhméksi

T1+cCig®2 + -+ CipTp + -+ CipTp = Cipy1
e R CopTp + -+ Cony - Con+1
xp + -4 Cpnxn = cpn+1
(p) (p) _ (p)
Apt1p+1Tp+1 +oot ApfinTn = Opiintd
(») p _ (p)
App+1Tp+1 +ot agngn = Oppt1
Kertoimet lasketaan palautuskaavoista
i—1
ay Vo o
Cij = ohy t=1,....p; j=1+1,...,n
Ay
(» _ (-1 (=1,
gy = Qg — Ay "Cpj

k=p+1,....n;5=p+1,...,n

Jatkamalla eliminointia saadaan lopuksi n:n eliminointikierroksen jélkeen tulos

T1 + C12T2 + C13T2 + -+ - + C1nZy

To + C23T2 + -+ + ConTn

Tp-1+ Cn—1,nTn

Tn

Cln+1

Con+1

Cn—1n+1

Cnn+1

Yhtéaloryhmén lopullinen ratkaisu saadaan sen jélkeen sijoittamalla aina alemmista yhtalostéd saadut

tulokset ylempiin yht&léihin.

2.6.2 Esimerkki Gaussin menetelméin ohjelmoinnista

Kirjoitetaan ensin aliohjelma gauss, joka ratkaisee lineaarisen yhtdloryhmén Gaussin eliminointime-

netelmall4
C gauss.f
subrroutine gauss(a,nn,n,x,b)
integer nn, n, i, j, k
real a(nn,nn), x(an), b(an)
doli=1,n
a(i, n+1) = b(i)
1 continue
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do21i=1,n
do 3 j = i+1, n+1
a(i,j) = a(i,j)/a(i,i)
3 continue
do 4 k = i+1,n
do 5 j = i+l,n+1
ak,j) = atk,j) - atk,i)*a(i,j)
continue

o

continue
2 continue

x(n) = a(n, n+1)
do 6 i = n-1,1,-1
x(i) = a(i,n+1)
do 7 j=1i+1, n
x(1) = x(1) - a(i,j)*x(3)
7 continue
6 continue
return
end

Padohjelma aliohjelman gauss kéyttod varten voisi olla seuraavanlainen:
C paaohjelma gauss.f varten

program main

integer nn, n, i, j

parameter (nn=10)

real a(nn,nn), x(nn), b(nn)
print*, ’Anna dimensio: ’
read*, n

print*, ’Anna matriisi riveittain: °’

read*, ((a(i,j), j=1,n), i=1,n)
print*, ’Anna oikea puoli riveittain: ’
read*x, (b(i), i=1,n)

call gaus(a, nn, n, x, b)

print*, ’Ratkaisu on: ’
print*, (x(i), i=1,n)
end

Gaussin menetelméssé, tarvitaan
n

1
2 3
E n—1i)°~-n
, ( ) 3
?
kerto- ja yhteenlaskuoperaatiota eliminoinnin suorittamiseen seké
n
) 1,
n—1i)=_-n
i) =3

kerto- ja yhteenlaskuoperaatiota x:n arvojen ratkaisemiseen.

T . i e . k—1
Gaussin eliminointimenetelmén ongelmana on se, etté eliminoitavan tuntemattoman xj, kerroin a,(C L )
voi olla nolla, jolloin eliminointia ei voida suorittaa, tai se on itseisarvoltaan hyvin pieni, jolloin

laskentatarkkuus huononee
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Tistd ongelmasta selvidd vaihtamalla kerroinmatriisin rivejd tai sarakkeita (pivoting). Tadméahén ei
muuta yhtéloryhmén ratkaisua. Stabiilein ratkaisu saadaan, kun jakajaksi valitaan kertoimista suurin.

Seuraava lisdys edelliseen ohjelmaan suorittaa rivien vaihdon.
ind = i
do k = i+1, n
if(abs(a(k,i)).gt.abs(a(ind,i))) ind = k
end do
if (ind.ne.i) then
dok=1i, n
dum = a(i,k)
a(i,k) = a(ind,k)
a(ind,k) = dum
end do
end if

2.6.3 Choleskin menetelméi eli
LU-hajoitelma

Choleskin menetelméssia matriisi A hajotetaan yla- ja alakolmiomatriisien L ja U tuloksi
LU=A

Esimerkiksi 4 x 4- matriisit kirjoitettaisiin silloin muotoon

Ly O 0 0 Unn U Uiz Uy
Ly Ly O 0 0 U Uz Uy
L31 Lz Lz O 0 0 Usz Uy
Ly Lys Lyz Ly 0 0 0 Uy
a1l a2 a3 G4

_ a1 a2 G23 Aoy

N az1 Gy azz a3

G41 Q42 (43 Q44

Kun LU-hajoitelma on suoritettu, niin lineaarinen yhtaloryhma

voidaan ratkaista laskemalla ensin vektori y yhtdloryhmésta

Az=(LU)x=L (Ux)=>b

Ly=b

ja ratkaisemalla sen jilkeen yhtéloryhmé

Niiden kolmiollisten yhtdloryhmien ratkaiseminen on helppoa sijoitusmenetelmia kéyttéen.

Uxz=y.
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Vektorin y komponentit ratkaistaan palautuskaavoilla

_ b
Y1 I
1 i-1
Yi = Lii[bizlLijyj}v
J:

kun i=2,3,...,n,

ja vektorin x komponentit suorittamalla sijoitus takaperin,

T — y7l
n Unn
1 n
T, = 7[yi— > Uijxj]a
i =
J=i+1

kun i=n—-1,n—-2,...

2.6.4 Crout’in algoritmi LU-hajoitelmalle
Tarkastellaan yhtdlon LU = A komponenttia ij,

LinUyj + Li2Uszj + ... = ayy
Yl4- ja alakolmiomatriisien mééritelmistéd seuraa, ettd

Ly = 0, kun i<k

U 0, kun k> j.

Voidaan erottaa kolme tapausta,

(1) i<y

LiyUyj + LioUsj + ... + LUy = ay
(2) i=j

LilUlj + LZ‘QUQj +...+ L“'Ujj = aij
(3) i>

LilUlj + Li2U2j + ...+ LijUjj = Q45

Yhtlsitda on n? kpl ja tuntemattomia n? + n kpl.

Valitaan diagonaalielementit matriisissa L ykkosiksi

Lii:17 z:L,n

39

Muut matriisielementit saadaan ratkaistua jokaiselle j:n arvolle erikseen palautuskaavoista seuraavasti:

e Lasketaan U;; yhtalsistd (1) ja (2), kuni=1,...,7,

i—1
Uij = aij — E LipUy; .
k=1

Jos i = 1, niin summa on nolla.
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e Kuni=j+1,j+2,...,n, niin kiytetddn yhtéloa (3) matriisielementtien L;; laskemiseen,
1 =
L;; = U—(aij - ZLikUkj) .
I3 k=1

Tamé algoritmi muodostaa LU-hajoitelman sarakkeittain siten, ettd tulos voidaan sijoittaa alku-
peréisen matriisin péélle tietokoneen muistissa,

Ui Ui Uz ... Uy
Loy Uy Uz ... Usy
L3z L3z Uss ... Usy,
Lyi Lo Lys ... Unppn

LU-hajoitelman muodostaminen vaatii N3/3 kerto- ja yhteenlaskua, mikii on sama kuin Gaussin
menetelméssa.

Numerical Recipes kirjassa on aliohjelma LUDCMP LU- hajoitelman tekemiseen ja LUBKSB ratkaisuvek-
toreiden y ja x laskemiseen.

SUBROUTINE LUBKSB(A,N,NP,INDX,B)
DIMENSION A(NP,NP),INDX(N),B(N)
II=0
DO 12 I=1,N
LL=INDX(I)
SUM=B(LL)
B(LL)=B(I)
IF (II.NE.O)THEN
DO 11 J=II,I-1
SUM=SUM-A(I,J)*B(J)
11 CONTINUE
ELSE IF (SUM.NE.O.) THEN
II=I
ENDIF
B(I)=SUM
12 CONTINUE
DO 14 I=N,1,-1
SUM=B (1)
IF(I.LT.N)THEN
DO 13 J=I+1,N
SUM=SUM-A(I,J)*B(J)
13 CONTINUE
ENDIF
B(I)=SUM/A(I,I)
14 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE LUDCMP(A,N,NP,INDX,D)
PARAMETER (NMAX=100,TINY=1.0E-20)
DIMENSION A(NP,NP),INDX(N),VV(NMAX)
D=1.
DO 12 I=1,N
AAMAX=0.
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DO 11 J=1,N
IF (ABS(A(I,J)).GT.AAMAX) AAMAX=ABS(A(I,J))
11 CONTINUE
IF (AAMAX.EQ.0.) PAUSE ’Singular matrix.’
VV(I)=1./AAMAX
12 CONTINUE
DO 19 J=1,N
IF (J.GT.1) THEN
DO 14 I=1,J-1
SUM=A(I,J)
IF (I.GT.1)THEN
DO 13 K=1,I-1
SUM=SUM-A(I,K)*A(K,J)
13 CONTINUE
A(I,J)=SUM
ENDIF
14 CONTINUE
ENDIF
AAMAX=0.
DO 16 I=J,N
SUM=A(I,J)
IF (J.GT.1)THEN
DO 15 K=1,J-1
SUM=SUM-A(I,K)*A(K,J)
15 CONTINUE
A(I,J)=SUM
ENDIF
DUM=VV (I) *ABS (SUM)
IF (DUM.GE.AAMAX) THEN
IMAX=I
AAMAX=DUM
ENDIF
16 CONTINUE
IF (J.NE.IMAX)THEN
DO 17 K=1,N
DUM=A (IMAX,K)
A(IMAX,K)=A(J,K)
A(J,K)=DUM
17 CONTINUE
D=-D
VV (IMAX)=VV(J)
ENDIF
INDX (J)=IMAX
IF(J.NE.N)THEN
IF(A(J,J) .EQ.0.)A(J,J)=TINY
DUM=1./A(J,J)
DO 18 I=J+1,N
A(I,J)=A(I,J)*DUM
18 CONTINUE
ENDIF
19 CONTINUE
IF(A(N,N) .EQ.0.)A(N,N)=TINY
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RETURN
END
2.6.5 Kaiinteismatriisin A~ laskeminen

Kun LU-hajoitelma on tehty, niin kd&nteismatriisin matriisielementit voidaan laskea sarake kerrallaan,
kuten lineaarisesta yhtéloryhmaésté.

A=LU ; AA'=1

)

missd I on yksikkomatriisi, joten
LUA™ ' =1

Kadnteismatriisi lasketaan sarake kerrallaan yhtalosté
LUx =0

sijoittamalla oikeaksi puoleksi vuoron perddn yksikkovektorit. Ratkaisuvektorit = muodostavat
kédnteismatriisin.

Fortran ohjelma néyttéisi seuraavalta:

doi=1, n

do j=1,n
y(i,j) = 0.0

end do

y(i,i) = 1.0
end do
call ludcmp(a,n,np,indx,d)
do j=1,n

call lubksb(a,n,np,indx,y(1,3))
end do

2.6.6 Matriisin determinantin laskeminen

Matriisien tulon determinantti on tekijoiden determinanttien tulo,
det A =det L detU .

Koska det L = H;.L:l L;j; =1, niin det A = H;-lzl Uj;j, joten determinantti voidaan laskea suoraan

LU-hajoitelmasta ja fortran ohjelma nayttéisi seuraavalta:

call ludcmp(a,n,np,indx,d)
doj=1,n

d=4dx* a(j,j)
end do
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2.7 Matriisin ominaisarvot
Ratkaistavana on lineaarinen homogeeninen yhtéléryhma
Ax = Az,

missd A on n X n matriisi ja A on matriisin ominaisarvo. Ominaisarvoja A on n kpl, joista osa voi olla
samojakin. Kutakin ominaisarvoa vastaa ominaisvektori x.

Yhtaloryhmaélla
(A=X)z =0,

missd I on yksikkOmatriisi, on ei-triviaali ratkaisu, jos kerroindeterminantti on nolla,
det|[A—XI|=0.

Téamaé yhtdlo on n:nnen asteen polynomi A:n suhteen, ja sen juuret ovat yhtdlén ominaisarvoja. Niita
on n kpl, joista kuitenkin osa voi olla samoja ( = ominaisarvot voivat olla degeneroituneita).

2.7.1 Maaritelmia
Matriisi on
e symmetrinen, jos A = AT
e hermiittinen, jos A = Af

ortogonaalinen, jos AAT = ATA =1, joten A= = AT

e unitaarinen, jos AAT = ATA =1, joten A=! = AT

e normaali, jos se kommutoi Hermiten konjugaatti matriisinsa kanssa, AAT = AT A.

2.7.2 Matriisin diagonalisointi
Miéaritellddn oikean- ja vasemmanpuoleiset ominaisvektorit.
Ax = Az
yA = My
Transponoimalla [(A B)”T = BT AT] saadaan
2TAT — \T,T
ATyT = 3TyT
Koska det A = det AT, niin
det |[AT — ATT| = det|A - X| =0 .

Koska matriisin A ominaisarvot A\ saadaan yht#lon myos det |[A — M| = 0 ratkaisuna, niin A = \ ja
oikean- ja vasemmanpuoleiset ominaisarvot ovat samat.
Jos matriisi on symmetrinen, niin A = A", ja ominaisvektoreilla 47 ja x on samat komponentit.
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Muodostetaan matriisi X siten, ettd matriisin sarakkeina ovat oikeanpuoleiset ominaisvektorit ja
matriisi X, siten, ettd sen riveiné ovat vasemmanpuoleiset ominaisvektorit. T&lloin

AXR = XR dlag()\l,,)\n)

Xr A = diag(A, -, ) Xz .
Merkinnéllia  diag(Aq,- -+, \,) tarkoitetaan diagonaalimatriisia, jonka diagonaalilla ovat luvut
PYIRETID W

Yhtéloistd ensimméinen kerrotaan vasemmalta Xp:114 ja toinen oikealta X p:ll4, jolloin ndhdéén, etta
(XL XR) diag()\l, teey >\n) = diag()\l, LN )\n) (XL XR)

Matriisi (X, Xpg) kommutoi siis diagonaalisen matriisin kanssa, jolla on erilliset alkiot diagonaalilla
(olettaen, ettd ominaisarvot ovat keskenéin eri suuria).

= Matriisi (X Xr) on diagonaalinen matriisi.

Ominaisvektoreiden normitus voidaan valita siten, ettd niiden pituus on yksi, joten X = Xgl.

= Matriisi A diagonalisoidaan muunnoksella

Xp'A Xp = diag(A\1, -+, An)

Similariteettimuunnoksessa
A—z YAz

matriisin ominaisarvot siilyvit muuttumattomina.

det|Z7' AZ - M| = det|Z YA-\)Z|
= det|Z| det|A — | det|Z7|
= det|A -\,

koska det |Z Y| = 1/det |Z].

Té&ten, mikd tahansa taydellisen ominaisvektorijoukon omaava matriisi voidaan diagonalisoida simi-
lariteettimuunnoksella siten, etté oikeanpuoleiset ominaisvektorit muodostavat matriisin sarakkeet ja
vasemmanpuoleiset ominaisvektorit sen kdénteismatriisin rivit.

Numeerisesti diagonalisointi tapahtuu siten, ettéd suoritetaan sarja peridkkéisia similariteettimuunnok-
sia, jotka diagonalisoivat matriisin halutulla tarkkuudella.

A — PflAP1—>

PPt A PP
— Py'Py'Prt APPPy — ..

l

Ominaisvektorit saadaan matriisin
Xr=P PP;...

sarakkeista.
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2.7.3 Jacobin muunnos symmetriselle matriisille

Jacobin muunnoksessa tehddén sarja ortogonaalisia similariteettimuunnoksia. Jokainen néistd muun-
noksista vastaa tason kiertoa ja niilld nollataan aina yksi ei-diagonaalinen matriisin alkio kerrallaan.
Tarkastellaan esimerkkind symmetristd 3x3 matriisia,

a1 a2 413

A= 12 Aa22 Aa23 )
@13 a23 Aass

ja suoritetaan sille muunnos Psg3, jolla eliminoidaan alkio 2,3.

1 0 0
P23 = 0 C S
0 —s c

Jos ajatellaan tason kiertoa, niin alkio ¢ = cos(¢) ja s = sin(¢), missi ¢ on kiertokulma.

Muunnettu matriisi A’ on muotoa

! ! I

) - ay; @1 ap3
i . / ! i

A" = Py APo3 = A1p  Qgp Qo3

! A i
Qi3 Qg3 Q33

missé

I

ap; = an
/

1o = C€Ca12 —S a3
/

a3 = cCaiz3+ S a
/ 2 2

Gy = C ag2 + 5% asz — 25 c a3
/ 2 2

G353 = S age + ¢ asz + 25 c ass
/ 2 2

ahy = (¢®—8°) asz+ s ¢ (azg — asz)

Huom. Ortogonaalimatriiseille P~! = PT.

Asetetaan a)y = 0. Téllsin

2 2
o cT— S ass — a2
0 = cot(2¢) = 55c 2y

Merkitdén ¢ = s/c = tan(¢), jolloin 6’n méiritelmé voidaan kirjoittaa muotoon.
2420 —1=0
Téamén yhtdlon juurista pienempi vastaa kiertoa ¢ < |mw/4].

. sen(0)
6] + V02 + 1
Tama4 valinta antaa stabiilimman iteraatiopolun diagonalisointiin. Jos # on niin suuri, etts 2 aiheuttaa
ylivuodon, niin asetetaan t = 1/26. Kierrossa tarvittavat ¢ ja s saadaan siten ratkaistua,
1

t2+1
s = tc.
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Muunnetun matriisin alkiosta abs = 0 ja muut alkiot saadaan entisisté alkioista plus pienistd muu-
toksista niihin,

!
ap; = an
!
ajy = aiz— s (a13+ Ta12)
I
als = aiz+ s (a12 — Tai3)
i
Aoy = A2 +t as3
!
az3 = as3+1tazg,
missé,
s
T =tan(¢/2) =
(¢/2) 1+c¢

Tarkastellaan muunnoksen Ps3 vaikutusta ei-diagonaalisten elementtien nelididen summaan, S =
2
Zr#s |a’T5| .

lalo]? + |ajs]? |a12]? + |ass|?

/ _
lags] = 0
Summan arvo pienenee muunnoksessa poistuneesta alkiosta johtuen,
! 2
S'=5- 2|a23| .
Kerroin kaksi johtuu siitd, ettd matsiisi A on symmetrinen.

Muunnos P,3 on ortogonaalinen, joten kaikkien alkioiden nelididen summan téytyy sailyd muuttu-
mattomana:

/12
E |aij| = E E pkiaklpljg PrriQpri Pl
0,

i, Kk, kU

Z |ak:l|2 B
k.l

koska ortogonaalimatriiseille Pa3 ng =1,
> pkiki = Ok -
i

Témén vuoksi diagonaalialkioiden nelididen summa kasvaa 2|ags|? verran.

Lopulta matriisi on diagonaalinen halutun tarkkuuden puitteissa. Diagonaalinen muoto
D=V AV
on saavutettu perikkéisilla Jacobin rotaatioilla
V=PPP;...

Ominaisvektorit ovat matriisin V' sarakkeita. Approksimaatio niille voidaan laskea jokaisella iteraa-
tiokierroksella
V=V P
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asettamalla alussa V = I.

/

V11 = Un
/

Vg = C€CUV12 — S V13
/

Vi3 = SVi2+CU3

Naméa yhtédlot kannattaa kirjoittaa edelld esitetylld tavalla parametrin 7 avulle payristysvirheiden
minimoimiseksi.

Syklisessé Jacobin menetelméssé eliminoidaan elementti kerrallaan yksinkertaisessa jérjestyksessé esi-
merkiksi riveittain: Pis, P13, ..., Pip, Po3, Pog, . ... Suppeneminen on yleensi neliollisté.

2.7.4 Householderin menetelméi

Householderin menetelmiissi redusoidaan n x n symmetrinen matriisi A tridiagonaaliseen muotoon
(n — 2):1lla ortogonaalimuunnoksella. Jokainen muunnos nollaa halutun osan seké sarakkeesta etté
vastaavasta rivistd. Householderin menetelmé perustuu muunnokseen P,

P=1-2w- -wT,

missi w on reaalinen vektori, jonka pituuden nelié |w|? = wT - w = 1.
Ortogonaalisuus:
PP o= (I-2w-w") -(I-2w-w")
= I —4w-w' +4w- (0’ w)-w?

Titen P = P~!, mutta koska P = P niin P7 = P!, joka on ortogonaalisuuden vaatimus.

Kirjoitetaan P muotoon

T
U U
P=1-
H b
missid H on )
H=-|u?
S lul

ja u on miké tahansa vektori.
Olkoon x vektori, joka on matriisin A ensimméinen sarake. Valitaan

u=x+|zlé

missi é; on yksikkovektori (1,0,...,0)7 ja merkin valinta tehd#in myshemmin. Silloin
u
P = — — (x =+ |xle)T .
x T =5 (x +|z|é)" - x
Cue (o £ falay)
]2 £ ||z
= z—u

T&ama osoittaa, ettd Householderin matriisi P operoidessaan vektoriin x nollaa kaikki sen komponentit
ensimmaisté lukuunottamatta.
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Symmetrisen matriisin A,

a1 ai12 AT
ai12 a9292 ... a2

A= " ,
a1p A2y ... QApn

redusoimiseksi tridiagonaaliseen muotoon valitaan ensimmaéisessd Householderin matriisissa P; vekto-
riksi & matriisin A ensimmaéisen sarakkeen n — 1 alinta alkiota

0 0 ... 0

o Ol

Pl(nfl) ’

Py

S e

missé Pl("_l) tarkoittaa (n — 1) X (n — 1) Householderin matriisia.

T&lloin
a1 ‘a12 a3 - Qin
k
P-A= 0 epéolennaista
0
Suure k = |33| = |a12,a13, e 7a1n|-

Ortogonaalimuunnos kokonaisuudessaan

ail k 0 0
k

A =P -A-P = 0 epéolennaista ’
0

kun muistetaan, ettd P = P;.

Seuraavaksi valitaan vektori x siten, etté se siséltdd matriisin A toisen sarakkeen n — 2 alinta alkiota
ja tdman vektorin avulla muodostetaan toinen Housholderin matriisi Ps,

1 ojo ... 0
0 1/0 ... 0
0 0

PR=1o0 0| ®2p )
0 0

Vasemmalle ylos muodostuva diagonaalimatriisi takaa sen, ettd muunnos ei tuhoa edelliselli kierroksel-
la aikaansaatua tridiagonaalimuodon alkua. Téten (n—2) vastaavalla tavalla muodostettua muunnosta
saattaa matriisin kokonaisuudessaan tridiagonaalimuotoon.

Sen sijaan, ettd suorittaisi matriisien P - A - P kertolaskun kannattaa muodostaa vektori

A-u
P="
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Talloin
w-ul

H

A-P=A-(I- y=A—p-ul
ja
A=P-A-P=A—p-uf' —u-pt +2Ku-u*
missi skalaari K on
UT'p

K =
20

Jos vield madritelladn suure ¢
qg=p—Ku,

niin

A=A—qg-uT —u-¢",
mikd on numeerisesti kiyttokelpoinen muoto.
Kaytannossd Householderin menetelmé alkaa matriisin n:nnestd sarakkeesta eikéd ensimmaéisesté, ku-
ten edelld selostettiin.
Vaiheessa m (m = 1,...,n — 2) vektori u voidaan kirjoittaa muodossa

u = [aih vy Gg—2,05 51 + \670, .- ~70]

missii=n—m+1l=nn-1,...,3 ja
o=(a;1)?+...+(aii—1)?

Merkki o:n edessé on sama kuin termin a; ;—; merkki.
Muuttujat lasketaan seuraavassa jérjestyksessi: o, u, H,p, K, q, A’. Jokaisessa vaiheessa m matriisi A
on tridiagonaalinen ainakin viimeisten m — 1 rivin ja sarakkeen osalta.

2.7.5 QR ja QL-algoritmit

QR ja QL-algoritmeilla lasketaan tridiagonaalimatriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit. Perusaja-
tuksena on, ettd mikd tahansa reaalinen matriisi voidaan kirjoittaa muodossa

A=Q- R,
missd ) on ortogonaalimatriisi ja R ylidkolmiomatriisi. Tdm# muoto saadaan soveltamalla Houshol-
derin muunnoksia peridkkéin niin, ettd matriisin A alakolmion alkiot saadaan nolliksi.
Muodostetaan matriisi

A=R-Q
ja todetaan, etti R = QT - A, koska @ on ortogonaalinen. T#ll5in

A/ — QT CA- Q

eli matriisi A’ saadaan ortogonaalimuunnoksella matriisista A.
Vastaavasti voidaan kirjoittaa

A=Q- L,

missd L on alakolmiomatriisi. Alakolmiomatriisin kiytto osoittautuu numeerisesti stabiilimmaksi, jo-
ten sitd kannattaa kayttdd ylidkolmiomatriisin sijasta.
() L-algoritmi muodostuu sarjasta muunnoksia

As = Qs Ls
As+1 = L, Qs (: QzAng)

Muunnokselle voidaan todistaa kaksi teoreemaa
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1. Jos matriisilla A on ominaisarvot J\;, joiden itseisarvot ovat erisuuret, niin A, — alakolmio-
matriisin muotoa, kun s — co. Télléin ominaisarvot ilmaantuvat diagonaalille itseisarvoltaan
kasvavassa jérjestyksessi.

2. Jos matriisilla A on p kertainen ominaisarvo |\;|, niin A, — alakolmiomatriisin muotoa, kun
s — oo paitsi diagonaalille muodostuvissa p x p lohkoissa, joiden ominaisarvot — \;.

Niiden teoreemojen todistusta ei esitetid tdsséd kurssissa.

Kaytdannosséd kannattaa menetelld siten, ettd Householderin muunnoksella muodostetaan tridiagonaa-
limatriisi ja siitd jatketaan tasonkierto muunnoksilla, kuten Jacobin menetelméssi. Téaten jokainen
Qs on tason kiertojen tulo

T _ p(s), pls) (s)
Q, =P -P7...-P7,

S

missd P; hivittdd alkion a; ;11 ja symmetriasta johtuen myds alkion a;4q ;.
Numerical Recipes kirjastosta 16ytyy ohjelma TQLI, jossa QL-algoritmilla lasketaan tridiagonaalimat-
riisin ominaisarvot.
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2.8 Differentiaaliyhtilot

Tehtavani on ratkaista ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

Y (z) = fz,y)

tai differentiaaliyhtéloryhmé

yll(x) fl(xaylvu'ayn)

y;l(’r) = fn(x7yl7~--ayn)-

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

y"(z) = f(z,9,9")
voidaan palauttaa ensimmaéisen kertaluvun kytketyiksi yhtéloiksi ottamalla kayttoon toinen tuntema-
ton funktio

yi(z) = ylx)

ya(x) = o (2).

Silloin toisen kertaluvun yhtélon ratkaisu saadaan laskettua ensimmaéisen kertaluvun kytketyn
yhtaloryhmén ratkaisuista

(@) = wa(z)
yalz) = f(x,y1,92).
2.8.1 Eulerin menetelmi
Tarkastellaan differentiaaliyhtalon
y' = flz,y)
ratkaisemista alkuarvolla y(zg) = yo. Haluamme laskea yhtdlon numeerisen ratkaisun y; = y(x;)

pisteissi
r;=x9+ih, kun i=1,2,...,n

Yksinkertaisin algoritmi on Eulerin menetelmi. Se etenee askel askeleelta siten, ettd ratkaisu pis-
teessd x;41 saadaan tunnetusta ratkaisusta pisteessé x;.

Yit1 = Yi + h f(xi,vi).

Menetelméssa funktiota approksimoidaan pisteeseen x; piirretyn tangentin avulla
y(x) = y(z:) + o' (z:)(z — )
jolloin ratkaisu pisteesséd x;4+1 = x; + h on
Y(@iv1) = y(x:) +hy' () = y(o:) + hf (i, ) -

Approksimoinnin virhe on kertalukua O[h?].
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Esimerkki: Ratkaistaan yhtilo y' = y ldhtien pisteestd o = 0, yo = 1. Eulerin menetelméilld
saadaan ratkaisut

Yier =Yi +hyi = (1 +h)y;

eli pisteessé x,, ratkaisu on

~1
yn=(1+h)”=1+nh+%

h? + O[h?] .
Oikea ratkaisu sen sijaan on

1
Yp =€ =1+ nh+ §n2h2 +O[h?] .

Virhe téssd tapauksessa on —nh?/2 + O[h?)

2.8.2 Runge-Kutta menetelméa
(2. kertaluvun kaava)

Eulerin menetelmén ongelmana on sen epétarkkuus. Suositumpi menetelmé differentiaaliyhtélon rat-
kaisemiseksi on Runge-Kutta menetelmé. Siind funktion f(z) arvoja approksimoidaan vélilld
[, x;y1] tietyissd laskentatarkkuuden kannalta sopivasti valituissa pisteissi ja niitd arvoja kiyttéen
saadaan approksimaatio funktiolle pisteessi x; 1. Menetelmilld saadaan myos arvio virheesté, ja siten
ratkaisun tarkkuutta voidaan kontrolloida lyhentamélla ja pitentdmélla askeleen pituutta.

Toisen kertaluvun Runge-Kutta menetelmiissi (kutsutaan myos Heunin menetelmiéiksi) pisteiden x;
ja x;41 puolessa vilissd laskettu derivaatta méaardd approksimaation funktion arvolle pisteessé x4 1.
Merkitaan

ki = hy;=hf(zi,v)
1
]f2 = hy:+% :hf(xl+§h’yl+%)

Seuraavaksi kéytetdin Eulerin kaavaa ratkaisun arvon laskemiseen viélipisteessi

h 1
Yird =Yi T 5% =Y+ §k17
jolloin funktiolle ko saadaan yht#lo
h 1
ko =h f(z; + ¥t 5161).

Koko askel on silloin
Yit1 = Yi + hyz/ur% =yi+ ko + O[R°] .

Seuraava aliohjelma ratkaisee ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtédlon Runge-Kutta mene-
telmalla.
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C runge.f

subroutine runge(x0, yO, h, n, y, fun)
integer n,i

real x0, yO, y(n), fun, x, ki1, k2
extern fun

y(1) = yo

doi=1,n

x = x0 + (i-1)*h
k1 = hxfun(x, y(i))
k2 = hxfun(x+0.5%h, y(i)+0.5%k1)
y(a+1) = y(1) + k2
end do
return
end

Esimerkkini ohjelman soveltamisesta ratkaistaan differentiaaliyht&lo

y'(z) = —ay(z).

Talloin funktioaliohjelma on
C fun.f

real function fun(x,y)
real x,y, alfa
common/par/alfa

fun = -alfaxy

return

end

53

Funktion tarvitsemat parametrit (tissid tapauksessa alfa) on vilitettévi funktioaliohjelmalle COMMON
alueella.

Péadohjelma differentiaaliyhtélon ratkaisemikseksi on puolestaan

C

program diffeq

parameter (ndim = 100)

integer n,i

real x0, yO, h, y(ndim), fun, alfa
common/par/alfa

external fun

print*, ’Anna alkuarvot:’

read*, x0, yO

print*, ’Anna parametri alfa:’

read*, alfa

print*, ’Anna askel ja pisteiden lukumaara:’
read*x, h, n

call runge(x0, yO, h, n, y, fun)
print*, ’Ratkaisu:’
write(6, >’ x 7, 7 y(x) 72)7%)
do i i=1,n
write(6, ’(£10.3, e15.5)’) xO0+(i-1)*h, y(i)
continue
end
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2.8.3 Runge-Kutta menetelmia
(4. kertaluvun kaava)

Tavallisimmin kédytetty menetelmé differentiaaliyhtélon ratkaisemiseksi on ns. klassinen Runge-
Kutta kaava eli neljdnnen kertaluvun Runge-Kutta kaava. Siind pisteessé x;, 1 lasketun derivaatan
arvoa parannetaan yhden kerran ennenkuin otetaan koko askel ja kertoimet derivaatan arvoille eri
approksimaatioissa valitaan siten, ettd virhe saadaan mahdollisimman pieneksi.

ki = hf(xiy)
h 1
ko = hf(xi+§»yi+§k1)
h 1
ks = hf(xi+§»yi+§k2)
ky = hf(xi+h,y +ks),

jolloin seuraava piste lasketaan kaavasta

kl k2 k3 k4 5
i+1 — Y; — — — —_— h2] .
v =yt oot + O]

Numerical Recipes kirjassa on aliohjelma RK4, jossa kéyteddn neljinnen kertaluvun Runge-Kutta
kaavaa. Aliohjelmassa DERIVS lasketaan funktioiden derivaatat differentiaaliyhtélosta.
SUBROUTINE RK4(Y,DYDX,N,X,H,YOUT,DERIVS)
PARAMETER (NMAX=10)
DIMENSION Y(N),DYDX(N),YOUT(N)
1 ,YT(NMAX) ,DYT (NMAX) ,DYM(NMAX)
HH=H*0.5
H6=H/6.
XH=X+HH
DO 11 I=1,N
YT(I)=Y(I)+HH*DYDX(I)
11 CONTINUE
CALL DERIVS(XH,YT,DYT)
DO 12 I=1,N
YT (I)=Y(I)+HH*DYT(I)
12 CONTINUE
CALL DERIVS(XH,YT,DYM)
DO 13 I=1,N
YT(I)=Y(I)+H*DYM(I)
DYM(I)=DYT(I)+DYM(I)
13 CONTINUE
CALL DERIVS(X+H,YT,DYT)
DO 14 I=1,N
YOUT(I)=Y(I)+H6*(DYDX(I)+DYT(I)+2.*DYM(I))
14 CONTINUE
RETURN
END
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2.8.4 Toisen kertaluvun differentiaaliyhtilot
Kuten edelld mainittiin toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo
y'(z) = fz,y,9")

voidaan palauttaa ensimmaéisen kertaluvun kytketyiksi yhtéloiksi ottamalla kayttoon toinen tuntema-
ton funktio

Silloin toisen kertaluvun yhtélon ratkaisu saadaan laskettua ensimmaéisen kertaluvun kytketyn
yhtaloryhmén ratkaisuista

y'(x) = u)

W () = flz,y,u).

Néamé yhtdlot voidaan ratkaista joko Eulerin menetelmélld tai Runge- Kutta menetelmélld. Ratkaisu
toisen kertaluvun Runge- Kutta menetelmélla on

ky = hf(xiyiu)
k1 = hu;
1 1 1
ky = hf($i+§h7yi+§ﬁ1,ui+§k1)
1
R2 = h(uz+§k1),

jolloin ratkaisun seuraavat pisteet lasketaan yhtaloisté

Uip1 = uit+ko
Yi+1 = YitRe

2.8.5 Numeerisia esimerkkeji

Ratkaistaan neljan ensimmaéisen Besselin funktion differentiaaliyhtéléiden muodostama ryhmé

vole) = —u(x)

@) = o)~ (@)
W) = nl) -
B = @) - )

kéayttamalla Numerical Recipes kirjaston ohjelmaa RK4.

Péadohjelma on:
PROGRAM D15R1
C Driver for routine RK4
EXTERNAL DERIVS
PARAMETER (N=4)
DIMENSION Y(N),DYDX(N),YOUT(N)
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X=1.0
Y (1)=BESSJO(X)
Y (2)=BESSJ1(X)
Y(3)=BESSJ(2,X)
Y (4)=BESSJ(3,X)
DYDX (1)=-Y(2)
DYDX (2)=Y(1)-Y(2)
DYDX(3)=Y(2)-2.0%Y(3)
DYDX (4)=Y(3)-3.0%Y(4)
WRITE(*,’ (/1X,A,T19,A,T31,A,T43,A,T55,A) )
* ’Bessel Function:’,’J0’,’J1°,°J3’,’J4’
DO 11 I=1,5
H=0.2%I
CALL RK4(Y,DYDX,N,X,H,YOUT,DERIVS)
WRITE(*,’ (/1X,A,F6.2)’) ’For a step size of:’,H
WRITE(*,’(1X,A10,4F12.6)’) ’RK4:’,(YOUT(J),J=1,4)
WRITE(*,’(1X,A10,4F12.6)’) ’Actual:’,BESSJO(X+H),
* BESSJ1(X+H) ,BESSJ(2,X+H) ,BESSJ (3, X+H)
11 CONTINUE
END

ja derivaatat lasketaan aliohjelmassa
SUBROUTINE DERIVS(X,Y,DYDX)
DIMENSION Y(4),DYDX(4)
DYDX(1)=-Y(2)
DYDX(2)=Y(1)-(1.0/X)*Y(2)
DYDX(3)=Y(2)-(2.0/X)*Y(3)
DYDX(4)=Y(3)-(3.0/X)*Y(4)
RETURN
END

2.8.6 Tarkkuuden kontrollointi askeleen pituuden avulla

Yksinkertaisin keino testata tarkkuutta on pienentdd askeleen pituus puoleen ja verrata siten saatua
tulosta alkuperéiseen, jos tarkkuus ei ole riittdvé, niin puolitetaan askel. Neljinnen asteen Runge-
Kutta menetelmissa tdmé aiheuttaa yliméardista tyota kertoimen

12 -1
8
verran. Jos ensin lasketaan yksi askel x — x + 2h — y; ja sitten sama vili kahdella askeleella
r — x+ h — x + 2h — yo niin siithen tarvitaan 12-1 funktion kutsua, mutta samalla saavutetaan

kuitenkin parempi tarkkuus. Sitd pitdd verrata puolta lyhemmin askelin eteneviién laskuun, jossa ei
tehdd tarkkuuskontrollia. Silloin funktiota kutsutaan 8 kertaa.

=1.375

Eksakti ratkaisu voidaan esittdd muodossa
y(x+2h) = y1+(2h)°¢+ O[h°]
y(x +2h) = ya+2h°¢ + O[LY],
missé y; on yhdelld pitkélla askeleella (2h) saatu ratkaisu ja yo kahdella lyhyelld askeleella (h) saatu
ratkaisu.
_y9()

¢ 5!
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Virhearvioksi saadaan A =y, — y3.
Tasta péastddn helposti viidennen kertaluvun Runge-Kutta menetelmédn. Valitsemalla sopivasti
niiden kahden ratkaisun, y» ja y1, lineaarikombinaatio voidaan h® termi kokonaan hévittia.

1612 —
y(z +2h) = —%;@+mm

A 6
= m+E+OWL

Tatd menetelméd ei kuitenkaan kannata kayttad, silld tarkkuutta kasvatettaessa on menetetty vir-
hearvio, minké séilyttdminen ratkaisussa on tarkeaé.

2.8.7 Runge-Kutta-Fehlberg menetelmi

Téassd menetelméssa kdytetddn neljinnen ja viidennen kertaluvun Runge-Kuttaa, mutta molemmissa
kertaluvuissa esiintyvét samat vélipisteet eri kertoimilla.
Viidennen kertaluvun Runge-Kutta voidaan kirjoittaa yleisesti muodossa

ki = hf(xi,v)

ky = hf(xi+agh,y; + bark:)

ke = hf(xi—&—agh,yi + bg1k1 +...+b65]€5)
Yirl = Y + c1k1 + coko + ... + coks +O[h6] .

Samoja pisteitd kdyttava neljinnen kertaluvun Runge-Kutta on
Vi1 = yi + ik + ek + ...+ cike + O[R°] .

Virhearvioksi saadaan silloin

6
A=yir1 =y = Z(Ci — ¢ )ki + O[h”]

i=1

Cash-Karp parametrit Runge-Kutta menetelméén.

) a; bij C; C;(
1 37 2825
378 27648
1 1
2151 5 0 0
3 3 3 9 250 18575
10 40 40 621 48384
4 3 3 =9 6 125 13525
5 10 10 5 594 55296
—11 5 —70 35 277
5 1 54 2 27 27 0 14336
6 7 1631 175 575 44275 253 512 1
8 55296 512 13824 110592 4096 | 1771 4
= 1 2 3 4 5
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Virhe A on kertalukua O[h®], joten jos A on haluttu tarkkuus ja virhe A on laskettu askeleella h,
niin uusi askeleen pituus on
Ao |°2

ho = h
0 A

2.9 Differentiaaliyhtilot, joilla on ominaisarvo

Differentiaaliyhtéloilla, joilla on ominaisarvo, on tiarked merkitys fysiikassa. Mikromaailman ominai-
suuksien mallintaminen perustuu lineaarisen toisen kertaluvun differentiaaliyhtélon ratkaisuihin. Tatéa
kvanttimekaniikan perusyhtdlod kutsutaan Schrodingerin yhtaloksi.

2.9.1 Schroédingerin yhtilo

Kvanttimekaniikan kursseilla on tutkittu Schrodingerin yhtélon,

_%V2\Il(r) +V(r)¥(r) = E¥(r)

analyyttisid ominaisuuksia, joista lyhyt yhteenveto.
Yhtidlo on muodoltaan homogeeninen toisen kertaluvun differentiaaliyhtédlo, jolla on ominaisarvo
E. Yhtiilon ratkaisuna saadaan aaltofunktio ¥(r), kun tunnetaan vuorovaikutus V(r) ja massa m.
Yhtalon ratkaiseminen yksinkertaistuu, kun oletetaan, ettéd hiukkasten vilinen vuorovaikutus riippuu
vain niiden vilisesti etiisyydesté |r|,

V() = V() -

Télloin aaltofunktio separoituu, eli voidaan kirjoittaa muodossa
U(r) = R(r)Yim (0, ¢) .

Kulmariippuvuus esitetédén pallofunktioiden Yy, (6, ¢) avulla.

Muuttujasta r riippuva osa eli radiaalinen yht#lé voidaan kirjoittaa muotoon (vrt Kvanttimekaniikka
T kurssi)

CRLE e
2m rerT 72

R(r)+ V(r)R(r) = ER(r) .

Otetaan kayttoon merkinnét

u(r) = rR(r)
2m
o) = 23
€ = Q—ZLE,
h

jolloin radiaalinen Schrodingerin yhtélo saadaan kirjoitettua yksinkertaiseen muotoon

I(+1)

r2

() + <v(r) —~ ) u(r) = eu(r) .

T&lla yhtélolla voi olla diskreettejd ratkaisuja ja jatkumoratkaisuja riippuen vuorovaikutuksesta ja
asetetuista rajaehdoista.
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Ratkaistaan esimerkkind numeerisesti atomi- ja ydinfysiikkaan liittyvd ongelma, jossa oletetaan, etté
vuorovaikutus V(|r|) kuvaa keskeisvoimaa ja sitoo elektronin tai nukleonin ytimeen. Aaltofunktion
rajachdot méadrdytyvét siten, etti

u(r=0)=0, ja u(r=00)=0.

Kvanttimekaniikan kurssista tiedetédén, ettd alimman eli perustilan aaltofunktiolla ei ole muita kuin
rajachdon méaardamit nollakohdat. Ensimméiselld viritystilalla on yksi nollakohta rajojen vilissi,
toisella kaksi jne. Téastéd saadaan padkvanttiluku n =1,2,.. ..

Yleistd numeerista algoritmia, joka ottaisi kaikki tapaukset huomioon automaattisesti ei ole vielé kehi-
tetty, joten ratkaisun 16ytyminen vaatii huolellista perehtymistd annetun probleeman ominaisuuksiin.

T&ll6in numeerinen algoritmi etenee seuraavasti:
1. Arvataan ensin ominaisarvo e. Perustilalle hyvi arvaus on € & v(rmpin)-

2. Jaetaan differentiaaliyhtélo kahdeksi ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi ja ratkais-
taan origosta lihtien (kiyttien esimerkiksi Runge-Kutta-Fehlberg menetelméé) pisteeseen 7y, .
Merkitéén ratkaisua u,(r).

3. Ratkaistaan differentiaaliyhtélo alkaen jostakin suuresta r:n arvosta, » = M, kohti origoa pis-
teeseen 7, saakka. Piste M valitaan niin, ettd se on potentiaalin kantaman ulkopuolella. T&t&
ratkaisua merkintdin u (7). Alkuehdoiksi valitaan

u(r=0) = 0, ja u,(r=0)=Cy=vakio
Uso(r=M) = 0, ja ul(r=M)=Cy = vakio

4. Vaaditaan, ettd u(r) ja u’(r) ovat jatkuvia pisteessi r,,. TAmé vaatimus toteutetaan vaiheittain.
Ensin saatetaan suhteet,

yhtéasuuriksi.

Otetaan kayttoon merkinté

Uo(Tm)  Uoo(Tm)

Afe) = Balrm) _ s (ri)

5. Etsitddn ominaisarvoa e iteroimalla suureen A(e) nollakohta. Iteroinnissa kéytetdén esimerkiksi
binaarihakua, jolloin tarvitaan kaksi arvausta ominaisarvolle € siten, ettd niistd lasketuilla ar-
voilla A(er) ja A(ez) on eri merkki ja sen jélkeen pienennetédén vilid |e; — es], kunnes haluttu
tarkkuus on saavutettu.

6. Valitaan C'5 niin, ettd ratkaisut kohtaavat pisteessi r,,

Uo(Tom)
Uso (Tm)

T&lloin myos derivaatta on jatkuva pisteessé r,.

Coc =

7. Normitetaan ratkaisu siten, etti

/d3r|\ll(r)|2 — 1
[ @ @p = 1
/Ooodruz(r) -1
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Taméa méaraid kertoimen C,,
1

,/fooo dru2(r) .

Tuloksena on saatu ominaisarvo ja aaltofunktio, joka toteuttaa halutut rajachdot ja normituksen.

C, =

2.9.2 Kytketyt Schrodingerin yhtilot

Edelld esitetty ratkaisumenetelmé voidaan yleistdé kytkettyjen Schrodingerin yhtéloiden ryhmille,
uf (r) = (fii(r) )+ D fulryus(r)
J#i
missi i =1,....,njaj=1,....n
Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdléiden ryhméné tdmé voidaan kirjoittaa muotoon,

wi(r) = (fu(r) )+ fi(r)uy(r)
J#i
ui(r) = wi(r),
missi i =1,....,njaj=1,....n
Ratkaisujen alkuarvot valitaan seuraavasti
uw(r =0) = 0,
(T =0) wio(r = 0) = Cio,
uwo(r =M) = 0,
U (r=M) = Wio(r=M)=Cix

Asetataan yksi alkuarvoista Cj, ja toisaalta C;,, kerrallaan nollasta poikkeavaksi ja kaikki muut
nolliksi. T&ll6in saadaan n kappaletta lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja.

Annetuista ldhtoarvoista lahtien lasketaan ratkaisut kohtaamispisteessi r,, ja muodostetaan seuraava
lineaarinen yhtaléryhma.

aluglo) (rm) + ...

= blu%)c(rm) + ...

(1)

arwy, (rm) + ...

= blw(l) (’l",,n) + ...

arul) (rm) + . ..
= bl () + ...

alwsllo) (rm) + ...
= bwl) (rm) + ...

+ agul? (rm)

+ bnuloo(Tm)

+ anwiy (rm)

+ b, w(n) oo (Tm)

+ anugf)) (rm)
+ bnu%@s (7m)

+ anw( (1)
+bnw£L7éz>(Tm)

Ratkaisut u(lzo) (rm), w&)(rm) . ugfg(rm) wgw)(rm) saadaan, kun asetetaan C;, # 0, ja ratkaisut
u§20(rm) wgz)o(rm) . u%go(rm) wggo(rm) , kun asetetaan Cjo, # 0. Yldindeksi () kertoo siis, mika

kertoimista on nollasta poikkeava.
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Yhtalot muodostavat lineaarisen homogeenisen yhtéloryhmén, jonka ratkaisuna saadaan kertoimet a;
ja b;. Yhtélolld on ei-triviaali ratkaisu, jos sen kerroindeterminantti,

(1) (n) (1) (n)

Uiy e Uy Uiy .. —Ujes
w e ) ()
=D(e) =0
T V11— )
wh oWl b L~

Yhdelle Schrodingerin yhtélolle yo ehto palautuu muotoon

1 1
ugo) _ugo)o =0
A0 ST [

josta saadaan tuttu jatkuvuusehto,
1), (1) 1, (1)

Ui Wico = U10cWio

(1) (1)

Wi _ Wi
ujy up
Vanhoja merkint6ja kdyttden tama on
Uy U
Uy Use

Yhtaloryhmé ratkaistaan siten, etté

1. ominaisarvoa ¢ iteroidaan niin kauan kunnes kerroindeterminantti on nolla halutulla tarkkuu-
della ja néin saadaan e.

2. Sen jilkeen kertoimet ratkaistaan siten, etté yksi kertoimista, esimerkiksi a;, asetetaan ykkoseksi
ja yksi yhtéloista, esimerkiksi ensimmaéinen yhtélo, poistetaan. Talloin oletetaan, ettd poistetta-
va yhtélo riippuu lineaarisesti muista yhtéloistd. Ndin muodostuneella ei-homogeenisella 2n — 1
yhtédlon ryhmaélld on aina ratkaisu ja kertoimet a; ja b; saadaan laskettua kerrointa a; lukuunot-
tamatta. Sen maardd normitus, joka valitaan tehtdvéin sopivalla tavalla.

3. Lopulliset aaltofunktiot saadaan valitsemalla uusiksi ldhtoarvoiksi origosta lahdettéessi a;Cy, ja
darettomyydesti péin lahdettiessi b;Co ja ratkaisemalla koko yhtéloryhmé néilld 1ahtoarvoilla.
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2.10 Fourier-muunnoksista

Fourier-muunnosten avulla voidaan tutkia (ajan suhteen) mitatun signaalin taajuussisiltod. Kuvat-
koon h(t) ajan suhteen vaihtelevaa signaalia. Signaalissa on useita taajuuskomponentteja, siten ettéi
tietty taajuus on edustettuna painolla H(f). Voidaan ajatella, ettd funktiot h(t) ja H(f) esittivit
samaa asiaa eri avaruuksista katsottuna (time domain/frequency domain). Siirtyminen esityksesté
toiseen tapahtuu Fourier-muunnosten avulla.

o0
H(f) = / h(t)e*™ It dt
—o0
ja kadnteismuunnos

h(t) = /_OO H(f)e ™iltqf .

Kédnteismuunnosta laskettaessa tarvitaan d-funktion integraaliesitysté.

St —t) = / 2 =gy

— 00

Talloin

>
—
~
N

/ 6727riftdf/ h(t/)EZﬂ'ift’dt/

— 00

/ h(t/)dtl / e27‘l’if(t/—t)df

— 00

/ T s — Hyat = n(t)

Taajuuden sijasta usein kiytetdin kulmanopeutta, w = 27 f muuttujana, jolloin Fourier-muunnoksiin
téytyy muistaa lisitd kerroin 1/27.

Gw) = /_Oo g(t)e™tat
g(t) = %/_OC G(w)e “dw .

Fourier-muunnoksen ominaisuuksia:

Jos h(t) on niin silloin
reaalinen H(—f)=H*(f)
imaginaarinen H(—f)=—-H*(f)

parillinen H(—f)= H(f), parillinen

pariton H(—f)=—H(f) pariton
Ajan skaalaus ja ajan siirto
Lo f
h(at —H(=
@ = i

h(t —to) < H(f)e2 /'t
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Kahden funktion konvoluutio
oo
g*hz/ g(T)h(t —T)dT =h=*g .
— 00
Konvoluution Fourier-muunnos on funktioiden Fourier-muunnosten tulo

/Oo gxh 2™ tdt = G(f)H(f) .

—00

Kahden funktion korrelaatio -

Corr(g,h) = / g(T + t)h(T)dr .

— 0o

Korrelaatio on ajan funktio ja sitéd kutsutaan viiveeksi. Korrelaation Fourier-muunnos on
| Conta.n) e = G H(-1) = GUHH'(f)

Viimeinen yhtéisuuruus on voimassa mikili h(t) ja g(t) on valittu reaalisiksi.
Funktion korrelaatio itsensi kanssa on autokorrelaatio, Corr(g, g). Sen Fourier-muunnokseksi saadaan,

Corr(g, g) <= |G(f)|?

Signaalin kokonaisteho on sama, laski sen sitten ajan tai taajuuden funktiona.

Kokonaisteho = /OO |h(t)|?dt = /OO |H(f)|?df

— 00 — 00

2.10.1 Tasaisin aika-askelin poimitun datan Fourier-muunnos
Olkoon aika-askel A, ja kdytetddn merkintéda
hp = h(nA), kun n=...,—2,-1,0,1,2,...

Jokaista aika-askelta vastaa Nyquistin kriittinen taajuus f.,

1
2A
Jos esimerkiksi sini-aallosta, sin(27 f.t), jonka taajuus on Nyquistin kriittinen taajuus poimitaan arvo

aallon maksimin kohdalta, niin seuraava arvo tulee sitten minimin kohdalta seuraava taas maksimista
jne.

fe=

(T A) = (<1
s1n(2+27rfcn )—( H",
koska 2f.A =1

Poiminta teoreema: Jos jatkuvasta funktiosta h(t) poimitaan arvoja vilein A ja funktion taajuus-
kaistan leveys on rajoitettu siten, ettd H(f) = 0 kun |f| > f., niin silloin poimitut arvot médraéavit
funktion h(t) tdysin. Itse asiassa voidaan kirjoittaa eksplisiittisesti

B sin[27 f.(t — nA)]
)=4 Z fin (t — nA)

Seurauslause: Jos funktio, jonka kaistaa ei ole rajoitettu, Fourier-muunnetaan niin taajuudet, jotka
jaavéat rajojen —f. < f < f. ulkopuolelle kdéntyvét rajojen sisdpuolelle aiheuttaen virhetté.
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2.10.2 Diskreetti Fourier-muunnos

Lasketaan arvio funktion Fourier-muunnokselle kdyttden dérellistd madrad poimittuja arvoja. Olete-
taan, ettd kiytettdvissd on N kpl perdkkéiin poimittuja arvoja

thh(tk), tkEkA, k:0,1,2,...,N—1

Olkoon hy = 0, kun k > N. Liséksi oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd IV on parillinen.
Tehtdvani on etsid Fourier-muunnos pisteissé

yeeey

n n N

joten Nyquistin kriittinen taajuus rajoittaa taajuusalueen, —f. < f < f.. N&itd arvoja on NV + 1 kpl
eli yksi enemmén kuin funktion h arvoja. Itse asiassa rajoilla lasketut arvot ovat samoja,

H(f-ny2) = H(fn)2),

ja jéljelle jaa N toisistaan riippumatonta arvoa.

N
2

Seuraavaksi arvioidaan Fourier-integraalia summalla

0 N—-1
H(f,) = / h(t)e%if"tdt ~~ Z hye2mifakA A
- k=0
N—1
- A Z hke27rink/N
k=0
Merkitaan
N-1
H, = hkeZﬂink/N ,
k=0
joten
Edellda n on saanut arvot —%, ey %7 mutta helposti havaitaan, ettd funktio H, on periodinen ja

n:nnén perioidi on N, eli esimerkiksi

an:Han s 712172,... .
Kaytannollisin valinta n:nnén arvoille on kuitenkin n = 0,..., N — 1 yhden periodin aikana, koska
silloin k ja n saavat tdsmélleen samoja arvoja. Télloin taytyy huomioida, ettd nolla taajuus f = 0
vastaa arvoa n = 0, positiiviset taajuudet 0 < f < f. arvoja 1 < n < % — 1, negatiiviset taajuudet
—fe < f < 0 arvoja % +1<n< N-1jaarvon = % taajuuksia f = f. ja f = —f., koska

H(fc) = H(_fc)'

Diskreetin muunnoksen kéinteismuunnokseksi saadaan
| V=l
—2mink/N
hk:NE H, e 2mink/N-
k=0

Lauseke on lihes samanlainen kuin itse Fourier-muunnos lukuunottamatta - merkkis eksponentissa
ja kerrointa 1/N, joten Fourier-muunnoksen tekevi ohjelma tekee myos kidnteismuunnoksen pienilld
muutoksilla.

Kokonaisteho, ns. Parseval’in teoreema, voidaan siten diskreetille muunokselle kirjoittaa muodossa.

N-1 1 N-—1
DIILEES
k=0 n=0
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2.10.3 Nopea Fourier-muunnos, FFT

Johdetaan algoritmi nopean Fourier-muunnoksen suorittamiseksi.
Olkoon W = €2™/N joten

N—

Hy =Y W™,

k=0

[u

Tité voidaan ajatella kertalukua O(N?) olevana lineaarisena matriisimuunnoksena. Nopea Fourien-
muunnos sen sijaan kiyttid O(N log,(N)) operaatiota, joten parannus tavalliseen matriisimuunnok-
seen verrattuna on erittdin suuri, kun N on suuri luku.

Nopea Fourier-muunnos perustuu Danielson-Lanczosin algoritmiin, jossa muunnos jaetaan paril-
listen ja parittomien termien summaksi ja ndmé summat edelleen parillisten ja parittomien termien
summaksi kunnes paddytddn yksittéisiin termeihin.

N—-1
F, = E eQﬂzyk/ij
7=0

N/2—1 N/2—1

_ Z €2m(2j)k/Nf2j+ Z e27rz‘(2j+1)k/Nf2j+1
j=0 =0

N/2—1 N/2-1

_ Z e2midk/(N/2) £, . 4 yyk Z e2m kI (N/2) f)
j=0 =0

= Fi+W'Fg
merkintd Iy tarkoittaa parillisia termejé ja F}] parittomia termejé.

Algoritmi etenee seuraavasti:
e Jaa F{ ja FY edelleen N/4 parilliseen ja N/4 parittomaan termiin, jolloin saadaan suureet F°,
Fe() FOE a FOO
Eoode ) k
o Kiaytéd lukumaéarille N vain arvoja, jotka ovat luvun 2 potensseja, N = 2¢.
e Puolitukset padtyvit lopulta tilanteeseen, jossa

N_
2a

missé « on puolitusten lukuméérd. Téten jokaiselle joukolle indeksejd {eoeeoe. ..}, jossa on
log, N kappaletta alkioita, paddytdén tilanteeseen

coeeoe... __
Fk - f] 5

missé f; on jokin alkuperdisistd funktion arvoista.

e Indeksien {eeeoo...} jérjestys médrdd funktion f; indeksin j. Se saadaan siirtymé&lld kak-
sijiirjestelmén esitykseen e = 0 ja o = 1. Esimerkiksi jonoa {eeeoo} vastaa binaariesitys {00011}.
Indeksin j arvo saadaan kadntdmalla bittien jarjestys ja kirjoittamalla saadun luvun arvo
kymmenjirjestelméssi, joten {00011} — {11000} = 24 = j. Tdmén termin parina on termi
{00010} — {01000} = 8, muunnoksessa

FISO(H —_ F]gOOlO + WskF]SOOM _ f8 T W5kf24 )
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Kerron 5 eksponentissa W°* on puolitusten lukumiéri. Vastaavasti voidaan laskea termi
0000 _ 00000 4 5k 00001 _ gy Sk f, o

ja néistéd kahdesta sitten
F00 _ 0000 | ppr4k 0001

ja niin edelleen, kunnes paadytadn haluttuun komponenttiin Fj,
F,=F) +WFRL .
Tamaén laskemiseksi on tarvittu logy IV kertolaskua. Koska kertoimia Fj, on N kpl niin yhteensi

tarvitaan N logy N kertolaskua Fourier-muunnoksen tekemiseksi.

Lasketaaan esimerkkiné, kuinka Danielson-Lanczos algoritmin etenee tapauksessa, jossa N = 2% = 16.

0000 = O 0 0 0 = 0000
0001 = 1 2 4 8 = 1000
0010 = 2 4 8 4 = 0100
0011 = 3 6 12 12 = 1100
0100 = 4 8 2 2 = 0010
0101 = 5 10 6 10 = 1010
0110 = 6 12 10 6 = 0110
0111 = 7 => 14 => 14 => 14 = 1110
1000 = 8 1 1 1 = 0001
1001 = 9 3 ) 9 = 1001
1010 = 10 5 9 5 = 0101
1011 = 11 7 13 13 = 1101
1100 = 12 9 3 3 0011
1101 = 13 11 7 11 = 1011
1110 = 14 13 11 7 = 1110
1111 = 15 15 15 15 = 1111

Numerical Recipes ohjelma FOUR1 (data,nn,isign) suorittaa kompleksimuuttujan Fourier-muunnok-
sen kayttiden Danielson-Lanczos -algoritmia. Siind muunnettava funktio syotetdéin data-taulukkoon
data(1:2*nn) ja muunnoksen tulos on luettavissa samasta taulukosta hiukan poikkeuksellisessa
jirjestyksessé (harj).

Parametri nn on muunnettavan funktion pisteiden lukumééra ja sen tiytyy olla joku kakkosen potenssi.
Parametri isign on kertoo kummin pdin muunnos suoritetaan. Kun isign=1 suoritetaan Fourier-
muunnos ja kun isign=-1 tehdédén kdanteismuunnos.

subroutine fourl(data,nn,isign)
real*8 wr,wi,wpr,wpi,wtemp,theta
dimension data(x*)
n=2*nn
j=1
do 11 i=1,n,2
if(j.gt.i)then
tempr=data(j)
tempi=data(j+1)
data(j)=data(i)
data(j+1)=data(i+1)
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11

12

13

data(i)=tempr
data(i+1)=tempi
endif
m=n/2
if ((m.ge.2).and.(j.gt.m)) then
j=jm
m=m/2
go to 1
endif
j=j+m

continue

mmax=2
if (n.gt.mmax) then

istep=2*mmax
theta=6.28318530717959d0/ (isign*mmax)
wpr=-2.d0*dsin(0.5d0*theta) **2
wpi=dsin(theta)
wr=1.d0
wi=0.d0
do 13 m=1,mmax,2
do 12 i=m,n,istep
j=i+mmax
tempr=sngl (wr)*data(j)-sngl(wi)*data(j+1)
tempi=sngl (wr)*data(j+1)+sngl (wi)*data(j)
data(j)=data(i)-tempr
data(j+1)=data(i+1)-tempi
data(i)=data(i)+tempr
data(i+1l)=data(i+1)+tempi
continue
wtemp=wr
WI=WIr*Wpr-wi*wpi+wr
wi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi
continue
mmax=istep

go to 2
endif
return
end
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