763101P FYSIIKAN MATEMATIIKKAA
Kertaustehtavia 1. valikokeeseen, sl 2008

Naitd laskuja ei lasketa laskupdivissd eikd ndistéd saa laskuharjoituspisteitd. Laskut on
tarkoitettu laskettaviksi alkutuutorointiryhmissé, itsekseen, kaveriporukalla tai Fysiikan
tuutortuvassa. Laskujen ratkaisuja ei tule nettiin, mutta lopputulokset ovat materiaalin
lopussa.

PERUSTEHTAVIA
(Nama asiat on hallittava ennen kuin osaa ratkaista tenttitehtavia.)

1. Derivoi seuraavat funktiot:

a) f(x)=2x"+5x> -3 b) f(x)= 12
4x
¢) f(x)=+/5x d) f(x)=x*(x-1)
e) f(x)= x—: f) f(@) = tan(ka), missi k on vakio
X
g) f(x)=e*" h) f(x)=1In(x* +2)

i f(x)= ¢

1) f(y):arcsin{ fy }
y° -1

2. Madrité integraalifunktiot:

a) I(sz +5x7 —3)dx

C) J-(@)dx

dx
x2

b)_[4

d) J.sin(2x)dx

e) Isinxcosxdx f) I 22x 1a’x
[

g) [ dx h) | j’i -

. d ) d

i) J1+);2 1) f l—xx2



3. Vektorit 4 ja B méiritelldén seuraavasti: 4 =37 + 57+ 2k ja B=i- 2. Laske
a) A-B

b) [4]+[B]

c) A-B

d) AxB

e) vektoreiden A ja B vilinen kulma.

4. Sievenna:

4 5-2i

a) i b) 2+3)(3-i) o) =
—1

LASKUHARJOITUSTYYPPISIA TEHTAVIA

5. Laske seuraavien funktioiden derivaatta ldhtien derivaatan méaritelmasta:
2 l

a) f(x)=2x b) f(x)=+x 0) f(x)=cosx d) f(x)=—
X

6. Etsi funktion f(x)=x"+2x> +x—10 paikalliset minimi- ja maksimiarvot.

7. Kahden positiivisen luvun summa on 10. Miké on pienin mahdollinen arvo
ensimmadisen luvun kuution ja toisen luvun nelion summalle?

8. Etsi kdyrdn y =e" —2x+1 tangentin kulmakerroin pisteessd x = 0. Miké on tangentin
yhtdlo?

9. Sovella I’Hopitalin sddntoa ja laske seuraavat raja-arvot:

2 . )
X . Xx—sinx . sin" ¢
a) lim— b) lim S c) lim

X0 o x—0 X o t — g1

10. Muodosta implisiittisesti dy/dx yhtédloista
a) x>+’ =1 b) ysinx =x’ +cosy C) x\/x+y =8-xy

11. Laske f, + f, +f. kun
2x(y* +1)

2

a) f(x,y,2) = (x+1e"™” b) f(x,y,2) =

22 -y

12. Muodosta kokonaisdifferentiaalin lauseke df, kun f(x,y,z) = x* + y* +z°



13. Laske integraalifunktiot
a) jxcosxdx b) jx3 In xdx )’ szexdx

14. Laske integraalifunktiot

x +3x° X « 3x—1
SR e S e R

15. Laske integraalifunktiot:

Vihje: Kokeile sijoitusta r =x — 1.

dx
Y I V2x—x°
b) Jex l1+e"dx  Vihje: Kokeile sijoitustaz=1 + ¢".

16. Laske madrétyt integraalit:

m/4 dx
2 2
2) , a” +x
Tl 27
b) I ?sinz(thdt Vihje: cos2a =1-2sin’ & (Tdmi annetaan siini
0
kaavakokoelmassa, joka jaetaan tentissi.)

+a
sin x _ . .
c) I —dx Vihje: Tuloksen néet integroimatta.
X

17. Suora kulkee pisteiden (0,0,0) ja (2,5,6) kautta.
a) Mdritd vektorin 3i — j + k projektio tdlla suoralla.
b) Mééritd suoran suuntainen yksikkovektori.

18. Suora kulkee pisteiden (0,0,0) ja (2,5,6) kautta. Mikéd on pisteen (3,3,3) lyhin etdisyys
tastd suorasta?

19. Kehitd Taylorin sarjaksi seuraavat funktiot ja laske suppenemissiteet:

2x+1

a) e b) xsinx ¢) In(2+ x)



20. Mitka ovat seuraavien lukujen napakoordinaattiesitykset

a)3-3i b) —1++2i c¢)6i

21. Kirjoita luku reaali- ja imaginiiriosien avulla, kun ¢ =15° ja

0=15".
Huomaa: Tehtdva 22 puuttuu!

VANHOJA TENTTITEHTAVIA, OSA TAVALLISTA VAIKEAMPIA

o s . sinx—x
23. Mairaa raja-arvo lim———.
=0 xsinx

e —(+x)

24. Laske raja-arvo lim >

x—0 X

25. Muodosta funktion
1

f(x,,2) = —F———=
Jx*+y? 427

kokonaisdifferentiaali df. Laske myos toisen kertaluvun osittaisderivaattojen summa

JocF oy Tz

26. Laske funktion
f(x,y)=xe’™

kaikki osittaisderivaatat toiseen kertalukuun saakka. Maarda myos
kokonaisdifferentiaali df.

27. Tarkastellaan funktiota f(x,y)=sin(xy)+y—x+ % Muodosta funktion
kokonaisdifferentiaali df .
28. Tarkastellaan funktiota f(x,y)=sin(xy)+y—x+ % Yhtdlo f(x,y) =0 maérda

muuttujan y implisiittisesti muuttujan x funktiona. Mika on tdméan kdyran y = y(x)
derivaatta dy/dx eli tangentin kulmakerroin pisteessd, jossa se leikkaa y-akselin? (voit
kéayttdd monisteessa esitettyd derivaatan muodostamistapaa tai derivoida suoraan
muistaen, ettd y = y(x).)



a+l
29. Millé vakion a arvolla integraali I (x* + x+1)dx aa pienimmin arvonsa?

a

3
30. Laske integraalit: a) J. N x + ldx b) Iex sin xdx
0

31. Kolmion kérkipisteet ovat (3, -1, 2), (1, -1, -3) ja (4, -3,1). Mik& on kolmion pinta-
ala?

32. Mrad pisteen (0,2,-3) kautta kulkevan ja vektoria 4i — j — 2k vastaan kohtisuorassa
olevan tason yhtilo.

33. Mairid funktion f(x) = 6sinx—6x+x’ Taylorin sarja.
34. Kehitd Taylorin sarjaksi Zanx” funktio x’ sin(gj. (Vihje: Kéytd hyviksi

kaavakokoelmassa annettua funktion sin x annettua sarjakehitelmaid.) Maardd myos
suppenemisséde.

o0

35. Etsi funktion e™*' Taylorin sarja muodossa Zanx” origon ympaéristossd. Mikd on
n=0

sarjan suppenemisside?

36. Planckin séteilylaki antaa mustan kappaleen sdteilemén sahkomagneettisen séteilyn
kunkin taajuuden v intensiteetin / tietysséd ldmpdtilassa 7,

8zhv’ 1
I;(v)= 2 kT

-1

Tassé h, ¢ ka kg ovat luonnonvakioita. Osoita, ettd siteilykvantin energian /v ollessa
paljon lampdenergiaa kT pienempi (hv << kT ), on intensiteetti annetussa lampotilassa
approksimatiivisesti verrannollinen taajuuden neliéén, 7, oc v>. (Rohkaisu: tehtivi on

helpompi kuin miltd vaikuttaa, yksi vilivaihe riittdd! Kokeile rohkeasti eri
lahestymistapoja.)



VASTAUKSET FYSIHKAN MATEMATIIKAN 1. KERTAUSHARJOITUKSIIN

1.a) 10x* +10x b)—13 c)ﬁ d) 5x* —4x*  e) 22
2x 2x (x+1)
k 2rd 2x . 2y* +2
2¢”* h 1) —
cos’ ka g )x2+2 ) 2y 2
o 1-
ol (yz—lj
j)eexze"22x
2.2) +x°+3x°-3x+C b) —4L+C 9) #V}f +C
X

d) —1cos2x+C e) isin’x+C 1) ln‘xz —1‘+C g) Le™ 4 C

h) 2+x+2+C 1) arctanx + C j) arcsinx + C

3.a) 21 +77+42k b)\38++45 ©)-7 d)4i+2j-11k e)1205°
4.2)1 b)9+7i ) 1-3i

1 1
¢) —sinx d)-——
24/x x?

6. Paikallinen maksimi kohdassa x =—-1= f(-1)=-10

5.a) 4x b)

Paikallinen minimi kohdassa x = -1 = f(-3) =-105-

7.71,4
8. Kulmakerroin: -1 ~ Tangentin yhtdlo: y =-x + 2

9.a2)0 b) £ c)0

x’ 3x* - ycosx 3x+2y+2yx+y
10.a) —— b) — ¢) -
y sin x —sin y X+2xx+y

dx(y* +4y° +6y°z° +4z° + )
(2" =y

11. 2) 2(x + e’ b)

12. 2xdx +2ydy + 2zdz



13

14

1

9]

16.

17.

18.

19

20

21

23.

24.
25.

2

[®)

4 4

.a) xsinx+cosx+C b) %lnx—E+C c) x’e" —2xe* +2e* +C

2

. a) %+3x—%ln(x2 +1)—3arctanx +C b) §+%ln|2x—1|+C

¢) 2Injx+1[+Injx-1[+C

3

ca) arcsin(x—1)+C  b) 2(1+e*)2 +C
1

a) — by ¢0
a

2) 7 b)i21+5]+6k

J65

0 2;1 exn 0 x2n+2
.a R=w b 1" R =
) nZZO: n! ) nzz;‘( ) 2n+1)!
- a1 (L+x)" .
c) Z(—l) E—— Sarja suppenee, kun -2 <x <0
n=l1 n
.a) 3\/5[c0s%—isin%] b) \/g[cos54.7° —isin54.7°] c) i6sin%
25V2 25V2
) 2
0
2

3 3

fxx+fyy+fzz :O

, ((1 +2x%)e e )dx+ (xey e )dy

3

—x(x*+y’ +ZZ)_5dx—y(x2 +y? +22)_5dy—z(x2 +y? +zz)_5dz



27

28.

29.

30

31.

32.

33.

34

35.

36

. (ycosxy—1)dx + (xcosxy+1)dy

ycosxy—1
xcosxy+1

a) — b) $(e*sinx—e* cosx)+C

4x—-y—-2z-4=0

) 2n+1
. 6x

2D (2n+1)!

n=2

2n+3

. B | L
;( ) 3 2n+1)!

Bk, T

‘IT(V)= Czh




