
763101P FYSIIKAN MATEMATIIKKAA  
Kertaustehtäviä 2. välikokeeseen, sl 2008      
 
Näitä laskuja ei lasketa laskupäivissä eikä näistä saa laskuharjoituspisteitä. Laskut on 
tarkoitettu laskettaviksi itsekseen, kaveriporukalla tai Fysiikan tuutortuvassa. Laskujen 
ratkaisuja ei tule nettiin, mutta lopputulokset ovat materiaalin lopussa. 
 
LASKUHARJOITUSTYYPPISIÄ TEHTÄVIÄ  

0. Etsi juuret  4
1

)16(− . 
  
1. Osoita, että annetut funktiot ovat seuraavien differentiaaliyhtälöiden ratkaisufunktioita: 
 
a)  xyy 84' =+             2

14 2 −+= − xCey x            
 
b) 09'' =+ yy              xBxAy 3sin3cos +=  
  
c) 02'2'' =+− yyy       )sincos( xBxAey x +=  
 
2. Ratkaise differentiaaliyhtälöt: 
 
a) xey 2' −=                     b) xy 2

1cos' −=  
 
3. Mitkä seuraavista differentiaaliyhtälöistä ovat separoituvia, eksakteja ja/tai lineaarisia:  
 
a) 0)1(' 3 =++ yxy              b) 0'2 =+ xyy           c) xyy cot'=  
                                                                         

d) yxy tancos'=                e) xex
x
yy 22' +=        f) 0'1 2 =++ yxxy                                                                  

g) kxyy 2
2
1 sin'=                                                                                                           

 
4. Ratkaise seuraavat separoituvat differentiaaliyhtälöt: 
 
a) yey x 22 cos'=  

b) 
xx

yy
ln

'=  

c) 22' 2222 −+−= xyyxy  
 
5. Osoita, että seuraavat differentiaaliyhtälöt ovat eksakteja ja ratkaise ne: 
 
a) 0=+ xdyydx  
b) 0=− −− θθθ dredre  
c) 0)2( =++ dyxedxex yy  



 
6. Ratkaise seuraavat lineaariset differentiaaliyhtälöt: 
 
a) 02' =− xyy  
b) xyxy 92' =+  
c) xexyxy 32' =−  
 
7. Ratkaise seuraavat alkuarvotehtävät: 
  
a) 0' =+xyy                 2)0( −=y  
b) 0)3()1( =−+− dyxdxy            3

2)0( =y  
c) kxekyy −=+'              7.0)0( =y  
 
8. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtälöt: 
 
a) 025'10'' =++ yyy  
b) 2.3.-11  02'' =+ yy  
c) 0)1('2'' 2 =+++ yyy ω , missä ω on vakio 
 
9. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtälöt: 
 
a) 23'' xyy =+  
b) xxyyy cos4sin23'4'' −=+−  
c) xeyyy x +=−− 2'''  
 
10. Kappaleen paikka ajan funktiona on jtitttr ˆ)24(ˆ)352( 23 +++−= . Määritä nopeus 
ja kiihtyvyys ajan funktiona. Määritä kappaleen paikka, nopeus ja kiihtyvyys, kun  t = 5. 
 
11. Olkoon  f = x2 + 3y – z3 ja jyixF ˆ3ˆ2 += . Laske, mikäli mahdollista: 
a) f∇  b) F∇  c) f⋅∇ d) F⋅∇   e)  f×∇  f) F×∇  
(Tämä tehtävä on ollut useita kertoja Sähkömagnetismi(TTK)-kurssin 
loppukoekysymyksenä) 
 
12. Kappaleen radiusvektori on [ ] [ ]jgttvitvtr ˆ)sin(ˆ)cos()( 2

2
1

00 −+= αα . Laske 

kappaleen hetkellinen nopeus 
.

r   ja hetkellinen kiihtyvyys 
..

r  .  
 
13. Kappaleeseen kohdistuu voima jxyixxyF ˆ3ˆ)( 2 +−= . Tutki, onko voima 
konservatiivinen eli onko 0=×∇ F . 
 



14. Kappaleen potentiaalienergia voimakentässä on muotoa U = ax2+by. Määritä tämän 
kentän kappaleeseen aiheuttama voima UF −∇= . 
 
15. Määrää yksikkötangentti, päänormaali ja kaarevuussäde käyrälle jxixr ˆˆ 2+=  
pisteessä 2=x  
 
16. Kappale liikkuu pitkin rataa, jolla kappaleen radiusvektori on 

( ) ( ) jtRitRr ˆcosˆsin ωω += . Laske kappaleen aikavälillä 40 Tt ≤≤  kulkema matka,  

kun 
ω
π2

=T  .  

 
 
VANHOJA VÄLIKOEKYSYMYKSIÄ 
 
17. Ratkaise alkuarvotehtävä 
 
                  05'4'' =−− yyy         3)1( =−y   ja 9)1(' =−y . 
 
18. Hiukkanen liikkuu pitkin käyrää kttjttittr ˆ)38(ˆ)4(ˆ)4( 3223 −+++−= , kun t on 
aika. Mikä on hiukkasen kiihtyvyys hetkellä t = 2? Mikä on tällä samalla hetkellä 
kiihtyvyyden projektio liikkeen tangentin suuntaan? 
 
19. Laske )( BA ×∇×  ja BA ×∇× )(  pisteessä (1,-1,2),  kun kxzjyixzA ˆ3ˆ2ˆ2 −+=  ja 

kzjyzixzB ˆˆ2ˆ3 2−+= . 
 
20. Laske rdF

C
∫ ⋅  , kun jxyiyxF ˆ)2(ˆ)3( −+−=   ja C on xy-tason suljettu käyrä 

                       tx cos2=  
                       ty sin3=  
 
pisteestä t = 0 pisteeseen t = 2π. 
 
21. Hiukkanen liikkuu pitkin käyrää ( ) ( ) ( )ktjtitr ˆsin5ˆcos4ˆcos3 ++= . Määrää 

hiukkasen nopeus 
.

rv = , vauhti vv =   ja  
.

va =  hetkellä t. Mikä on kiihtyvyyden 

projektio liikkeen tangentin suuntaan? 
 

22. Laske 
r
12∇ , kun r on radiusvektorin pituus, 222 zyxr ++= . 

 
23. Laske )( A×∇×∇ , kun kxyzjxziyzA ˆ2ˆ3ˆ 22 ++= . 
 



 
   
24. Ratkaise yhtälöt ja alkuarvo-ongelmat 
 

a) 2

2 1'
y

xy −
= , kun 1)1( =y                   b) 12' ++= x

x
yy  

 
25. Etsi seuraavien differentiaaliyhtälöiden ratkaisut: 
 
a) 08'2'' =−+ yyy ; 3)0( =y  ja 12)0(' −=y  
b) 1112'' +−=+ xyy  
 
26. Differentiaalilaskentaa skalaarikentillä  
a) Olkoon zyxzyx 232),,( =φ . Laske φ2∇ . 
b) Määrää vakiot a ja b siten, että pinnat xabyzax )2(2 +=−  ja 44 32 =+ zyx  ovat 
pisteessä (1,-1,2) kohtisuorassa toisiaan vastaan. 
 
27. Laske integraali rdF

C
∫ ⋅  pitkin xy-tason käyrää 2xy =  pisteestä (0,0)  

pisteeseen (1,2), kun jyixyF ˆˆ3 2+= .  
 
28. Hiukkanen liikkuu voimakentässä kxzjxyizxyF ˆ)23(ˆ)4sin2(ˆ)cos( 232 ++−++= .  
a) Totea, että kenttä F  on konservatiivinen. 
b) Etsi kenttää F  vastaava skalaaripotentiaali. 
c) Laske työ, joka tehdään siirrettäessä hiukkasta kentässä F  pisteestä )1,1,0( −  
pisteeseen )2,1,( 2 −π . 

29. Etsi kaikki kompleksiluvut z, jotka toteuttavat yhtälön i
z

z +=
2*  

30. Etsi luvun 1 kaikki neljännet juuret. Luonnostele juuret kompleksitasoon. 
 
31. Ratkaise yhtälö z2  = i, ts. etsi imaginääriyksikön i neliöjuuret. Näytä juurten paikat 
kompleksitasossa.. 
 
32. Ratkaise yhtälö  z2 + 81 = 0. Hahmottele juuret kompleksitasoon. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



VASTAUKSET FYSIIKAN MATEMATIIKAN 2. KERTAUSHARJOITUKSIIN 
 
0. 22 i+ , 22 i+− , 22 i−− , 22 i−  
 
1. -  
2. a) Ce x +− −2

2
1                   b) Cx +− 2

1sin2  
 
3. a) separoituva 
    b) separoituva, lineaarinen  
    c) separoituva, lineaarinen  
    d) separoituva 
    e) lineaarinen 
    f) lineaarinen 
    g) separoituva, eksakti 
 
4. a) Cey x += 2

2
1tan              b) xCy ln=         c) Cxxy +−= 2arctan 3

3
1  

 
5. a) Cxy =     b) Cre =−θ       c) Cxex y =+2  
 
6. a) 

2xCey =      b) 23 −+= Cxxy       c) 22 Cxexy x +=  
 
7. a) 24 xy −−=           b) 023 =+−− yxyx      c) kxexy −+= )7.0(  
 
8. a) xexCCy 5

21 )( −+=    b) )2sin()2cos( 21 xCxCy +=    
    c) )sincos( 21 xCxCey x ωω += −  
 
9. a) 63sincos 2

21 −++= xxCxCy            b) xeCeCy xx sin2
3

1 ++=  
    c) 2

1
2
1

2
1

2
2

1 +−−+= − xeeCeCy xxx  
 
10. )î(50a)ĵ4î(103)ˆ22ˆ140( =+=+= vjir   

11. 0)5)ˆ3ˆ3ˆ2) 2 fdkzjixa −+  

12.  [ ] [ ] jgtvivtr ˆsinˆcos)( 00

.

−+= αα      jgtr ˆ)(
..

=  
 
13. kxyF ˆ)3( −=×∇ , joten voima ei ole konservatiivinen 
 
14. jbibaxF ˆˆ)2( −+−=  
 
15. ji ˆˆ

3
2

3
1 +    ji ˆˆ

3
1

3
22 +−    2

27  
 



16. Rπ2
1  

17. 1552 −−+ += xx eey  
 
18. kji ˆ20ˆ2ˆ12 −+         16 
 
19. kji ˆ16ˆ12ˆ18 +−       kzxxzyjyz ˆ)3154(ˆ2 2222 +++−  
 
20.  π6    
 
21.   ktjtit ˆ)cos5(ˆ)sin4(ˆ)sin3( +−−  ,  ktjtit ˆ)sin5(ˆ)cos4(ˆ)cos3( −−− ,  0 
 
22.   0 
 
23. jxˆ4−  
 
24. a) 3333 +−= xxy          b) Cxxxxy ++= ln2 2  
 
25. a) xey 43 −=                     b) 11121 −++= − xeCeCy xx  
 
26.  a) zxzxy 32 412 +            b) 12

5 == ba  
 
27.  12

13  
 
28. b) CzyxzxyU +−+−−= 24sin 32                c) π415 +  
 
29. i2− , i  
 
30.  1, i, -1, -i   
 

31. 
2
2

2
2 i+ , 

2
2

2
2 i−−  

 
32. 9i, -9i 
 
 
  


