763101P FYSIIKAN MATEMATIIKKAA
Kertaustehtavia 2. valikokeeseen, sl 2008

Naitd laskuja ei lasketa laskupdivissd eikd ndistéd saa laskuharjoituspisteitd. Laskut on
tarkoitettu laskettaviksi itsekseen, kaveriporukalla tai Fysiikan tuutortuvassa. Laskujen
ratkaisuja ei tule nettiin, mutta lopputulokset ovat materiaalin lopussa.

LASKUHARJOITUSTYYPPISIA TEHTAVIA

1

0. Etsi juuret (—16)1.

1. Osoita, ettd annetut funktiot ovat seuraavien differentiaaliyhtdldiden ratkaisufunktioita:
a) y'+4y =38X y=Ce™ +2x-1

b) y'"+9y =0 y = Acos3x + Bsin3x

c) y'-2y'+2y =0 y =e*(Acos X + Bsin X)

2. Ratkaise differentiaaliyhtélot:

a) y'=e > b) y'=—cosix

3. Mitka seuraavista differentiaaliyhtiloistd ovat separoituvia, eksakteja ja/tai lineaarisia:

a) y+(x+1)y’ =0 b) 2y +Xxy'=0 c) y'= ycotX
d) " v_2_y 24X 2\
y'=cosXtany e) y=—+X'€e H)1+xy+x7y'=0
X

g) yy'=Lsin’ kx
4. Ratkaise seuraavat separoituvat differentiaaliyhtalot:

a) y'=e*cos’ y
b) y'=—2—
XIn x

o) y'=xy* =2y’ +x* -2
5. Osoita, ettd seuraavat differentiaaliyhtélot ovat eksakteja ja ratkaise ne:

a) ydx+ xdy =0
b) e’dr—re?dg=0
c) 2x+e)dx+xe’dy =0



6. Ratkaise seuraavat lineaariset differentiaaliyhtlot:

a) y'-2xy=0
b) xy+2y =9x
c) xy'-2y = x’e”

7. Ratkaise seuraavat alkuarvotehtivat:

a) yy+x=0 y(0)=-2
b) (y—Ddx+(x-3)dy =0 y(0)=3
c) y+ky =e™ y(0)=0.7

8. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtdlot:

a) y'+10y'+25y = 0
b)2.3-11 y'+2y =0
) Y'+2y'+(@* +1)y =0, missi o on vakio

9. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtilot:

a) y'+y =3%x’
b) y'"-4y'+3y = 2sin X —4cos X
c) y'-y-2y=e*+x

10. Kappaleen paikka ajan funktiona on r = (2t —5t> + 3t)i + (4t +2) ] . Médriti nopeus
ja kithtyvyys ajan funktiona. Mééritd kappaleen paikka, nopeus ja kiihtyvyys, kun t=35.

11. Olkoon f=x*+3y-7%ja E=2Xf+3yj.Laske, mikali mahdollista:
a)Vf b) VE ) V- fd) V-F ¢) Vxf ) VxF

(Tama tehtavéa on ollut useita kertoja S&hkdomagnetismi(TTK)-kurssin
loppukoekysymyksend)

12. Kappaleen radiusvektori on F(t) = [(v0 cos a)t]f + [(V0 sina)t —1 gt ]j . Laske
kappaleen hetkellinen nopeus F ja hetkellinen kiihtyvyys F .

13. Kappaleeseen kohdistuu voima F= (xy — X*)I +3xyj . Tutki, onko voima

konservatiivinen eli onko VxF =0.



14. Kappaleen potentiaalienergia voimakentissd on muotoa U = ax*+by. Mairitd timén
kentén kappaleeseen aiheuttama voima F =—-VU .

15. Maéraa yksikkotangentti, padnormaali ja kaarevuusséde kéyrille r=xi+x i

pisteessd X = NGO

16. Kappale liikkuu pitkin rataa, jolla kappaleen radiusvektori on
r = (Rsinwt)i +(Rcoswt)]. Laske kappaleen aikavalilld 0 <t < T kulkema matka,

kunT=2—7[.
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17. Ratkaise alkuarvotehtdva
y'-4y'-5y =0 yD=3 jay'(-D=9.
18. Hiukkanen liikkuu pitkin kdyrdd r = (t* — 4t)i +(t> +4t)] + (8t> —=3t*)k, kun t on

aika. Miké on hiukkasen kiihtyvyys hetkelld t = 2? Miki on tilld samalla hetkell
kiihtyvyyden projektio liikkeen tangentin suuntaan?

19. Laske Kx(ng) ja (Kx V)XE pisteessd (1,-1,2), kun A= Xzzf+2yj—3lez ja
B =3xzi +2yzj - K.

20. Laske §E dr ,kun F = (X=3y) +(y—2X)] jaC on xy-tason suljettu kiyra
C

X =2cost
y =3sint

pisteestd t = 0 pisteeseen t = 2m.

21. Hiukkanen liikkuu pitkin kiyrid r = (3cost)i + (4cost)] +(5sin t)lz . Méaraa

hiukkasen nopeus v=r , vauhti v = ‘\_/‘ ja a= v hetkelld t. Mika on kiihtyvyyden

projektio litkkeen tangentin suuntaan?

1 . L
22. Laske V? —, kun r on radiusvektorin pituus, r = /x> +y* +2° .
r

23. Laske Vx(Vx A), kun A= yz*i +3xz° ] + 2xyzK .



24. Ratkaise yhtdlot ja alkuarvo-ongelmat
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a) y':xy—z_l,kun y() =1 b) y'=%+2x+1

25. Etsi seuraavien differentiaaliyhtdldiden ratkaisut:

a) y'+2y'-8y =0; y(0)=3 ja y'(0) =—12
b) y"'+2y =—11x+1

26. Differentiaalilaskentaa skalaarikentilld

a) Olkoon ¢(X,Y,z)=2x’y’z. Laske V°§.

b) Méirid vakiot a ja b siten, ettd pinnat ax® —byz = (a+2)X ja 4x’y+2° =4 ovat
pisteessé (1,-1,2) kohtisuorassa toisiaan vastaan.

27. Laske integraali IE dr pitkin Xy-tason kilyrdd y = x> pisteestii (0,0)
C
pisteeseen (1,2), kun F =3xyi + y2].

28. Hiukkanen liikkuu voimakentissi F = (y?cosXx+ 23 +(2ysinx—4) ] + (3xz*> + 2)I€ .
a) Totea, ettd kentta F on konservatiivinen.

b) Etsi kenttdd F vastaava skalaaripotentiaali.

c) Laske ty0, joka tehddén siirrettdessa hiukkasta kentéssa F pisteestd (0,1,—1)
pisteeseen (£,-1,2).

29. Etsi kaikki kompleksiluvut z, jotka toteuttavat yhtilén z° = 2 +1i
z

30. Etsi luvun 1 kaikki neljannet juuret. Luonnostele juuret kompleksitasoon.

31. Ratkaise yhtild 2 = i, ts. etsi imaginddriyksikon i nelidjuuret. Néyti juurten paikat
kompleksitasossa..

32. Ratkaise yhtild z* + 81 = 0. Hahmottele juuret kompleksitasoon.



VASTAUKSET FYSIHKAN MATEMATIIKAN 2. KERTAUSHARJOITUKSIIN

0. V2+i2, =2 +iW2, =2 -2, V2-i2

1. -
2.a) —te > +C b) —2sinLx+C

3. a) separoituva
b) separoituva, lineaarinen
¢) separoituva, lineaarinen
d) separoituva
e) lineaarinen
f) lineaarinen
g) separoituva, eksakti

4.a) tany=1e* +C b) y=C1n|X| c) arctany =1 x’ —2x+C

5.a) xy=C byre?=C c¢)x*+xe’=C

6.a) y=Ce¥ b) y=3x+Cx?> ¢) y=x’e*+Cx’
7.2) y=—V4-X* b) yx—x-3y+2=0 ¢) y=(0.7+x)e ™

8.a) y=(C, +C,x)e ™™ b) y=C, cos(v2X) + C, sin(~/2x)
c) y=e"(C, cosax +C, sin wX)

9.a) y=C,cosx+C,sinx+3x> -6 b) y=C,e™ +C,e* +sinx

_ 2X -X 1 aX 1 1
C) y—Cle +Cze —Ee —7X+7

10. r=(140i +22])  v=(1031+4])) a=(50i)
11. a) 2xi +3)]-3z2°k  d) 5 f) 0

~

12. F(t) = [V0 cos a]f + [V0 sina — gt]] ?(t) =qj
13. VxF = By - X)IZ , joten voima ei ole konservatiivinen

14. F =—(2ax+b)i —bj

15 4 +2] —22i41) 2
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

R

SX+5 —x-1

=2e +e

< D=

121 + 2] - 20k 16

181 12 +16k  —2yz] + (4> +15x2 +3x22°)K

67

(=3sint)i — (4sint) ]+ (Scost)k , (=3cost)i —(4cost)]—(5sint)k, 0

0

—4x]

a) ¥y’ =x’ -3x+3 b) y =2x* + xInx + Cx

a) y=3e™" b) y=Ce*+Ce* +11x~-1

a) 12xy*z +4x°z b)ya=3

13

12

b)U =-y’sinx—2°x+4y-2z+C

=2i, i

1, -1,-i

G
2 2 2 2
9i, -9i

b=1

) 15+4x



