
Fysiikan matematiikka 763101P

• Luennoija: Kari Rummukainen, Fysikaalisten tieteiden laitos

• Tavoite: tarjota opiskelijalle nopeasti fysikaalisten tieteiden tarvitsemia matematiikan pe-
rustietoja ja taitoja. Ymm̈arrys ja k̈ayẗann̈on soveltaminen p̈aämäär̈an̈a.

• Laskentaa, ei matematiikkaa

• Sis̈altö:

– differentiaali- ja integraalilaskenta

– potenssisarjat

– kompleksiluvut ja -funktiot

– lineaariset vakiokertoimiset differentiaaliyhtälöt

– vektorilaskenta

– vektorikenttien differentiaalit ja integraalilauseet (Gauss ja Stokes).
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0. Kertausta alkeisfunktioista

• Funktio, kuvaus joukostaA → B merkiẗaän

y = f(x), x ∈ A, y ∈ B

miss̈a A on lähẗojoukko (m̈aärittelyjoukko) jaB on arvojoukko (t. maalijoukko). (Tai
y = g(x), α = φ(β) jne.)

• Fysiikassa yleensä funktiot ovat kuvauksia reaaliluvuilta reaaliluvuille,R → R (tai R:n
osajoukko, esimerkiksiR+), tai kompleksiluvuilta kompleksiluvuilleC → C.

• Käänteisfunktio: funktiony = f(x) käänteisfunktiota merkiẗaän

x = f−1(y)

mikäli käänteisfunktio on olemassa.

Esimerkki:

y = f(x) = x2, miss̈a x ≥ 0 (R+ 7→ R+) ⇒ x = f−1(y) =
√

y = y1/2 ,

mutta kuvausR 7→ R+, y = x2 ei ole k̈aännetẗaviss̈a, sillä jokaistay > 0 vastaa 2x:n arvoa
x = ±√

y.

• Mikäli ∃ (on olemassa)f−1, sanotaan että funktiof onbijektio .

• (f−1)−1 = f , ts. k̈aänteisfunktion k̈aänteisfunktio on funktio itse.

• Yhdistetty funktio: Olkoon annettu funktiot (R → R, yksinkertaisuuden vuoksi)y =
f(x), y = g(x). Näisẗa voidaan muodostaa kaksi yhdistettyä funktiota (mÿosR → R)

y = f(g(x)), y = g(f(x)).

Esim. funktioistay = sin x ja y = x2 saadaan yhdistetyt funktioty = sin x2 tai y =
(sin x)2 ≡ sin2 x, miss̈a viimeinen merkinẗa on konventio.
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• Matematiikassa yhdistettyjä funktioita merkiẗaän useing ◦ f(x) = g(f(x)). Täẗa ei kui-
tenkaan k̈ayteẗa juuri fysiikassa.

Potenssifunktio

Potenssifunktio

y = xµ

miss̈a µ ∈ R on vakio, kuvaa positiiviset reaaliluvut positiivisille reaaliluvuille (R+ 7→ R+).
Sen k̈aänteisfunktio onx = y1/µ

Josµ on positiivinen kokonaisluku,xµ on määritelty kaikilla x ∈ R; jos negatiivinen,xµ on
määritelty joukossa{x ∈ R|x 6= 0}.

Trigonometriset funktiot

• Sini- ja kosinifunktiotsin x ja cos x määritellään yksikk̈oympyr̈allä:
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Yo. kuvassa on pituus otettava etumerkin kanssa, ts. sini jakosini voivat olla negatiivisia.

• Kulmax on radiaaneina, ts. kaaren pituus yksikk̈oympyr̈allä.

• Funktiot ovat ilmeisestikin jaksollisia (periodisia), jakson pituus2π = täysi ympyr̈a.

• Käänteisfunktiot ovat

y = sin−1 x = arcsin x, y = cos−1 x = arccos x

monikäsitteisïa, ja n̈aiss̈a tavallisesti rajoitutaanpäähaaraanottamalla sopiva v̈ali (ks.
luku 1.2 luentomuistiinpanoista):

y = sin x, −π

2
≤ x <

π

2
⇒ x = arcsiny, −1 ≤ y < 1

y = cos x, 0 ≤ x < π ⇒ x = arccosy, −1 < y ≤ 1

• Tangentti ja kotangentti:

tan x =
sin x

cos x
cot x =

cos x

sin x

4



Jälleen n̈aillä on olemassa käänteisfunktiot, jos rajoitutaan päähaaralle, esim.

y = tan x, −π

2
< x <

π

2
⇒ x = arctan y, −∞ < y < ∞

• Trigonometrisill̈a funktioilla on useita laskukaavoja, joista mainittakoon

sin2 x + cos2 x = 1 (suoraan m̈aäritelmäsẗa)

sin(x + π
2
) = cos x

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y

Eksponenttifunktio ja logaritmi

• Eksponenttifunktio

y = ex = exp x

on kuvausR 7→ R+. Sen k̈aänteisfunktio on luonnollinen logaritmi

x = ln y, y > 0.

(Täẗa merkiẗaän usein pelk̈asẗaänlog y, etenkin ohjelmoinnissa.)
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[ Täss̈ae on Neperin luku (James Napier, 1550–1617), ja sen arvo voidaan kirjoittaa esim.
seuraavilla tavoilla:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .

=
∞

∑

n=0

1

n!

= lim
k→∞

(1 +
1

k
)k

≈ 2.7182

Nämä käyvät selviksi mÿohemmin! ]

• Funktio ex kasvaanopeamminkuin mikään potenssifunktioxµ, kun x → ∞. Samoin
funktio ln x kasvaahitaamminkuin mikään funktioxµ, µ > 0.

• Laskus̈aänẗojä:

(ex)µ = exµ

ex+y = ex ey

ln(xy) = ln x + ln y (johda edellisestä!)

ln xµ = µ ln x (johda ensimm̈aisesẗa!)

• Yleinen eksponenttifunktio voidaan muuntaae:n eksponenttifunktioksi

ax = eln ax

= ex ln a, a ∈ R+

Tämän k̈aänteisfunktio ona-kantainen logaritmi

y = ax ⇒ x = loga y =
ln y

ln a

Huom:10x = ex ln 10 ≈ e2.3059x.

Hyperboliset funktiot

• Hyperbolinen sini ja kosini m̈aäritellään eksponenttifunktion avulla:

cosh x =
1

2
(ex + e−x), sinh x =

1

2
(ex − e−x).
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• Analogisesti trigonometrisen tangetin kanssa näisẗa voidaan muodostaa hyperbolinen tan-
gentti (ja kotangentti):

tanh x =
sinh x

cosh x

• Hyperbolisten funktioiden k̈aänteisfunktioita kutsutaan areafunktioiksi, esim.y =
sinh x ⇒ x = sinh−1 y = arsinh x.
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Raja-arvo ja jatkuvuus

• Funktiollaf(x) on raja-arvo f0 pisteess̈a x0, jos f(x) lähestyy arvoaf0 kun x lähestyy
arvoax0. Täẗa merkiẗaän seuraavasti:

f0 = lim
x→x0

f(x).

Usein k̈ayteẗaän mÿos merkinẗaä

f(x) → f0, kunx → x0.

• Raja-arvon m̈aäritys on selkëaä esim. tapauksissa

lim
x→1

x2 + x = 2

lim
x→π/4

sin x = sin(π/4) = 1/
√

2

lim
x→∞

1

x
= 0

• “Kavalia” raja-arvoja, josf(x) lähestyy rajalla muotoa

0

0
, 00, 0 ×∞,

∞
∞ , ∞−∞

jne. Näitä voidaan laskea l’Hopitalin säänn̈ollä (1.4. luentomuistiinpanoissa) tai ke-
hittämällä sarjaksi (palataan myöhemmin).

• Voimme mÿos m̈aäritelläoikeanpuoleisen raja-arvon

f0 = lim
x→x0+

f(x)

eli x lähestyy arvoax0 positiiviselta puolelta.

• Vastaavastivasemmanpuoleinen raja-arvoon

f0 = lim
x→x0−

f(x)

• Epäjatkuvalla funktiolla n̈amä voivat olla erilaiset: esim. Heavisiden askelfunktio

Θ(x) =

{

0, x < 0
1, x ≥ 0

Oikeanpuoleinen raja-arvo onlimx→0+ Θ(x) = 1, mutta vasemmanpuoleinen
limx→0− Θ(x) = 0. Askelfunktiollaei olevarsinaista raja-arvoa kohdassax = 0.
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• Merkitään mÿos

lim
x→0+

1

x
= ∞, lim

x→0−

1

x
= −∞

• Jatkuvuus: Funktiof(x) on jatkuva pisteessäx0, jos sillä on raja-arvox0:ssa ja

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Fysiikassa kaikki mielenkiintoiset funktiot ovat yleensä jatkuvia koko
määrittelyalueessaan, kenties lukuunottamatta erityispisteitä (kuten askelfunktio).

• Esim. askelfunktioΘ(x) on jatkuva kaikilla reaaliluvuillax 6= 0 ({x ∈ R|x 6= 0}),
samoin funktiof(x) = 1/x.

• Raja-arvoilla on mÿos seuraavat ominaisuudet (mikäli lim f(x) ja lim g(x) ovat olemassa;
x → x0 jätetty lyhyyden vuoksi pois):

lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

lim[f(x) g(x)] = lim f(x) lim g(x)

lim
f(x)

g(x)
=

lim f(x)

lim g(x)
, jos lim g(x) 6= 0
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