Fysiikan matematiikka 763101P

e Luennoija: Kari Rummukainen, Fysikaalisten tieteiderdgit

e Tavoite: tarjota opiskelijalle nopeasti fysikaalistegt¢iiden tarvitsemia matematiikan pe-
rustietoja ja taitoja. Ymmrrys ja lkaytanron soveltamineng@maaram.

e Laskentaa, ei matematiikkaa
o Sialtd:
— differentiaali- ja integraalilaskenta
— potenssisarjat
— kompleksiluvut ja -funktiot
— lineaariset vakiokertoimiset differentiaaliytbt

— vektorilaskenta
— vektorikenttien differentiaalit ja integraalilauseetai@s ja Stokes).



0. Kertausta alkeisfunktioista

e Funktio, kuvaus joukostd — B merkitéan
y=[f(x), =z€A yeB

missA A on lahbjoukko (maarittelyjoukko) jaB on arvojoukko (t. maalijoukko). (Tai

y = g(x), a = ¢(p)jne.)

e Fysiikassa yleerssfunktiot ovat kuvauksia reaaliluvuilta reaaliluvuill®, — R (tai R:n
osajoukko, esimerkiksi ™), tai kompleksiluvuilta kompleksiluvuill€ — C.

o Kaanteisfunktio: funktiony = f(z) kédanteisfunktiota merk#n
z=f"(y)

mikali kaanteisfunktio on olemassa.

Esimerkki:
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y=f(r)=2% mist x>0 (R"—R") = 2=f'y) =y=y"?,
mutta kuvausk? — RT, y = z? ei ole Kdannetaviss, silla jokaistay > 0 vastaa 2r:n arvoa
T =%y
¢ Mikali 3 (on olemassaj !, sanotaan eitfunktio f on bijektio .
o (f71H)~1 = f, ts. Kdanteisfunktion Banteisfunktio on funktio itse.

¢ Yhdistetty funktio: Olkoon annettu funktiot® — R, yksinkertaisuuden vuokst) =
f(z),y = g(z). Naist voidaan muodostaa kaksi yhdistétfunktiota (myps R — R)

y=[lg(x), v=g(f(2))

Esim. funktioistay = sinx jay = 2? saadaan yhdistetyt funktigt = sinz? tai y =
(sinz)? = sin? z, missa viimeinen merkird on konventio.
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e Matematiikassa yhdistet&jfunktioita merkigan useiry o f(z) = g(f(z)). Tata ei kui-
tenkaan Ryte# juuri fysiikassa.

Potenssifunktio
Potenssifunktio
y =a"

missa . € R on vakio, kuvaa positiiviset reaaliluvut positiivisilleaaliluvuille R+ — R™).
Sen Kanteisfunktio one = y'/#
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Josu on positiivinen kokonaislukug” on méaritelty kaikillax € R; jos negatiivineng* on
maaritelty joukossgx € R|z # 0}.
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Trigonometriset funktiot

e Sini- ja kosinifunktiotsin z ja cos x maaritellaan yksikloympylla:
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Yo. kuvassa on pituus otettava etumerkin kanssa, ts. skaigei voivat olla negatiivisia.
e Kulmaz onradiaaneinats. kaaren pituus yksiklympylla.
e Funktiot ovat ilmeisestikin jaksollisia (periodisia)kgon pituuw = taysi ympya.
e Kaanteisfunktiot ovat
y=sin"'z = arcsinz, y = cos 'z = arccosz

monikasitteisa, ja raiss tavallisesti rajoitutaapadhaaraanottamalla sopiva &li (ks.
luku 1.2 luentomuistiinpanoista):

. s s -
Yy =sinz, —§§x<§ = x =arcsiny, -1 <y<1

y=coszr, 0<zr<m = x =arccosy, -1 <y<1

arccos(x)




Jalleen railla on olemassadanteisfunktiot, jos rajoitutaaréghaaralle, esim

T s
y = tanz, —§<x<§ = x =arctany, —oo <y <0
/ tan(xy
L

e Trigonometrisila funktioilla on useita laskukaavoja, joista mainittakoon

arctan(x) /
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sin® x + cos? x = 1 (Suoraan réaritelnmast)

sin(x + §) = cosx
sin(x + y) = sinx cosy + cos xsiny

cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinxsiny

Eksponenttifunktio ja logaritmi

e Eksponenttifunktio

y=¢e* =expx
on kuvausik — R™. Sen lanteisfunktio on luonnollinen logaritmi

r=Iny, y>0.
(Tata merkigan usein pelastanlog y, etenkin ohjelmoinnissa.)
3 .

heijastay = x




[ Tasse on Neperin luku (James Napier, 1550-1617), ja sen arvo aoilajoittaa esim.
seuraavilla tavoilla:
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e:1+ﬁ+5+§+
=D
n=0
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= lim (14 —)*
im ( +k‘)

k—o0

~ 2.7182
Nama kayvat selviksi mphemmin! ]

e Funktio e* kasvaanopeammirkuin mikadan potenssifunktiac”, kunz — oo. Samoin
funktio In x kasvaahitaamminkuin mikaan funktioz*, 1 > 0.

e Laskuganbja:
(e = e

ety = % e¥
In(zy) =Inz + Iny (johda edellisest)
Inz* = plnz (johda ensimraisesa!)

¢ Yleinen eksponenttifunktio voidaan muuntaa eksponenttifunktioksi

aw — elna‘7C — e:vlna7 a € RJr
Taman kaanteisfunktio oru-kantainen logaritmi

Iny

y:axéleogayzlna

Huom:10* = e:):lnl[) ~ 62.3059:v.

Hyperboliset funktiot

e Hyperbolinen sini ja kosini @@ritelldan eksponenttifunktion avulla:

1 1
coshx = 5(6”” +e7®), sinhx = E(ex —e ).
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e Analogisesti trigopnometrisen tangetin kansast voidaan muodostaa hyperbolinen tan-
gentti (ja kotangentti):

sinh x
tanhz =

cosh x
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e Hyperbolisten funktioiden #anteisfunktioita kutsutaan areafunktioiksi, esim. =
sinhaz = o = sinh~! y = arsinh z.



Raja-arvo ja jatkuvuus

e Funktiolla f(z) onraja-arvo f, pisteesa z, jos f(x) lahestyy arvod, kun z lahestyy
arvoax,. Tata merkian seuraavasti:

fo= lim f(x).

T—xo

Usein kayteBan myods merkinga

f(z) — fo, kunz — x.

e Raja-arvon raaritys on selk&éa esim. tapauksissa

limaz?+2=2

,Z’—)l

lim sinz = sin(7/4) = 1/v2

z—7/4

1
lim — =0
r—o0 U

e “Kavalia” raja-arvoja, josf(z) lahestyy rajalla muotoa

0 00
—. 0% 0 x 00, —, 00— 00
00

0

jne. Naita voidaan laskea I'Hopitalin&anrolla (1.4. luentomuistiinpanoissa) tai ke-
hittamalla sarjaksi (palataan mjemmin).

e \Voimme myods méaritella oikeanpuoleisen raja-arvon

fo= lim_ f(z)

T—T0+
eli z lahestyy arvoa; positiiviselta puolelta.

¢ Vastaavastvasemmanpuoleinen raja-anom

fo= lim f(z)

T—xTo—

e Epajatkuvalla funktiolla &ma voivat olla erilaiset: esim. Heavisiden askelfunktio

0, =<0
Oz) = { 1, >0
Oikeanpuoleinen raja-arvo onim, .oy ©(x) = 1, mutta vasemmanpuoleinen

lim, - ©(z) = 0. Askelfunktiollaei olevarsinaista raja-arvoa kohdassa- 0.



Merkitéan myos

.1 .1
lim — =00, lim — = -0
z—0+ T z—0— T

Jatkuvuus: Funktio f(x) on jatkuva pistees$sr, jos silla on raja-arva:,:ssa ja

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Fysiikassa kaikki mielenkiintoiset funktiot ovat yleéns jatkuvia koko
maarittelyalueessaan, kenties lukuunottamatta eritytisitgs(kuten askelfunktio).

Esim. askelfunktiod(x) on jatkuva kaikilla reaaliluvuillar # 0 ({z € R|z # 0}),
samoin funktiof (z) = 1/x.

Raja-arvoilla on mis seuraavat ominaisuudet (raikim f(z) jalim g(z) ovat olemassa;
r — x¢ jatetty lyhyyden vuoksi pois):
lim[f(z) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

lim[f(z) g(x)] = lim f(z) lim g(z)
f(z) _ lim f(z)
g(z)  limg(z)

lim , joslimg(z)#0



