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1 Johdanto: Klassisesta maailmankuvasta
kohti nykyaikaista

Vuosisadan vaihteessa fysiikka n&ytti loppuun tutkitulta: kaikkien fysikaalisten
ilmididen kvantitatiivisten ilmididen uskottiin edellyttdvan vain peruslakien
tarkkaa, suoraviivaista soveltamista.

e Termiset, optiset, akustiset, sihkdiset, magneettiset ja kemialliset ilmiot
ymmarrettiin aineellisten hiukkasten ja niiden vdlisten kenttien
litkeilmidind, joita hallitsevat Newtonin mekaniikan ja gravitaation seké
Maxwellin siéhkédynamiikan peruslait.

o Maxwellin ja Boltzmannin esittdmat tilastolliset menetelmdt
mahdollistivat suurten hiukkassysteemien kisittelyn aineen
makroskooppisten ominaisuuksien ymmaértamiseksi.

1800 luvun lopussa
e tunnettiin aineen atomi- ja molekyylirakenne.
e tunnettiin

— katodisateet
a-ja (-séteily (varauksellisia hiukkasia).

— ~-séteily (sdhkomagneettista siteilyd).
— rontgenséteily

aineen silloiset rakenneosat

— elektronit
— ionisoituneet atomit

e energian siirtyminen voi tapahtua joko hiukkasten mukana tai kent&ssa
etenevin aaltolitkkeen kuljettamana.

Ilmeni uusia ongelmia:

e aineen termiset ominaisuudet matalissa lampdtiloissa.
e metallien sdhkonjohtavuus.

e valon viivaspektrid ei ymmérretty.

e lampositeily.

e valosdhkoinen ilmi6.

e Comptonin sironta.

o elektronisuihkun diffraktio.

o radioaktiivisen séteilyn energiamaéra.

¢ Rutherfordin sirontakoe (atomien ja molekyylien rakenne).



1.1 Mustan kappaleen sateily
Tarkasteellaan onteloa,

o jonka sisélld oleva séteily on termisessid tasapainossa ontelon seindmien
kanssa.

e jonka seindmdissé olevasta pienestd aukosta siteily padsee ulos:
— séteilyssa esiintyvit kaikki taajuudet [0, oo].

— séteilyn intensiteettijakautuma I, on tilavuusyksikén suuruisesta
ontelosta emittoituva séiteilyenegia taajuusyksikkod kohden:

_aw
T dv’

joten tilavuusyksikén suuruisen ontelon siteilem& energia on

U:/ I, dv.
0

Tiedetadn, ettd mustan kappaleen sateilyn intensiteettijakautuma

I,

e riippuu seindmien lampétilasta: I, (7).
e ei riipu seindmien paksuudesta, koosta eikd muodosta.

I, tunnettiin kokeellisesti viime vuosisadan lopulla suhteellisen hyvin
lampdtiloissa 250-1200K.

Teoreettisin laskelmin oli paddytty Rayleigh-Jeansin lakiin, joka ei kuitenkaan
pystynyt selittimain koetuloksia koko taajuusalueella.

Rayleigh-Jeansin laki

87kT
v — 00.
03 V—00
(k = Boltzmannin vakio = 1.38 - 10-23J/K)
Tami laki johtaa n.s. wltraviolettikatastrofiin.

I, =

Wienin sateilylaki

I, =CvPe /T,

missd C' ja [ ovat sovitettavia vakioita.
Tami on empiirinen lauseke, joka osoittautui virheelliseksi v:n pienilld arvoilla.

Planckin laki
Lokakuussa 1900 Planck ”arvasi” lain, joka interpoloi alhaisen (R-L) ja
korkean (W) taajuusalueen:

8th Ve

1, = 3 ehv/FT _ 1



Tissd h = 6.6262 - 1073*Js = Planckin vakio.
Jo 14.12.1900 Planck pystyi esittdméaan Berliinissa Deutsche Physikalische
Gesellschaftin kokouksessa lakinsa johdon.

Sateilylakien johto
Ontelossa oleva siteily

e voidaan kuvata sdhkomagneettisen kentin seisovina aaltoina.
e on termisessi tasapainossa lampoétilassa T olevien seindmien kanssa.

e heijastuu ontelon seindmistd, koska seindmien atomit absorboivat ja
nopeasti emittoivat siteilyd virdhdellen itse siteilyn frekvenssilla.
Seindmissi
o vardhtelevan atomin keskimaardinen kineettinen energia lampotilassa T'
1
on 5kT.
2

e approksimoidaan virdhtelevid atomeja harmonisina oskillaatoreina.
Silloin keskimé&&rdinen kineettinen energia on sama kuin keskimdardinen
potentiaalienergia, joten frekvensilld v virdhtelevan atomin
keskimé&arainen energia E,(T) on

E, (T) = (E) = kT.

Sédteilyn intensiteetti on klassisen elektrodynamiikan mukaan

8T —
1, = L F,(T).

Tilastollisen fysiikan mukaan (Boltzmannin jakautuma) on todennikdisyys
sille, ettd harmonisella oskillaattorilla on energia E lampotilassa T,
verrannollinen lausekkeeseen
1
~E/kT _ ,—BE - =
e e , B T
Rayleigh-Jeansin laki
Jos virdhtelijan energialla voi olla kaikki mahdolliset arvot valilla [0, oo], on
keskimadrdinen energia
I Ee PEAE
J e PEdE
0

= ——ln/ooe*ﬂEdE
9B Jo

E/(T) =



Intensiteetiksi saadaan

Planckin kvanttihypoteesi

Harmonien varahtelija, jonka frekvenssi on v, voi emittoida tai absorboida

energiaa vain energiokvantteina:
E,=ne, n=0,1,23,...,

missd € = hv ja n on kvanttien lukumé&ara.
Keskimdardinen energia on nyt

>on E, e~ En/kT o nee "¢

EV(T) = Zn €7E"/kT - Zn e—nﬁe

1o} —nBe| _ 5} —Beyn
= —%lnLZZOe ﬁ]——%lnlrgo(e ﬁ)]

0 1 5}
- 2 ly—_ 2 _ o Be
= 851111—6—55 8ﬂln(1 e™"9)
 —e(—e P 1
 1—e P _h’/eﬂf—l’

jolloin intensiteetiksi saadaan

8rhv? 1
L(T)= B3 eh/kT _1°

Mustan kappaleen siteilyn energia tilavuusyksikkoa kohden
U(T) = / I(T)dv = aT*,
0

missi @ = 7.56 - 1016 L.

Séteilyn kokonaisintensiteetti (emissioteho) on

_ cU(T)

7)==,

4
=oT",

missa o = 5.42 - 10_8% on Stefan-Boltzmannin vakio.

Tahtien siteily on approksimatiivisesti mustan kappaleen séteilya.
Esim. Auringon pintalampdtila

e Auringon side Ry = 0.7-10%m

e Auringon etdisyys S = 1.5-10''m.

e Aurinkovakio (nelidmetrille sekunnissa tuleva séteily) on 1.36

1033



Auringon emittoima séteily/s on
W
AnR2I(T) = ArR%0T* = 3.34 - 1011T4ﬁ.

Maan pinnalle neliometrille sekunnissa tuleva séteily on

4w R I(T)

_ 10-12 s W 103 Y
Tge = 096-10 T 5 =136-10° 5,

joten
T ~ 6000K.

Valosahkoinen ilmio6
Kokeellisesti on todettu, ettd valo irrottaa puhtaalta metallipinnalta
elektroneja, joiden energia,

e ¢i riipu intensiteetistd I,. (Fotoelektronien lukumaéira riippuu
intensiteetista)

e riippuu lineaarisesti valon frekvenssista v.
Klassisen sihkémagnetismin mukaan elektronien kineettisen energian
o tulisi olla verrannollinen valoldhteen intensiteettiin.

e ¢i pitdisi riippua lainkaan valon frekvenssisté.

Einsteinin fotoniteoria

Tuleva sdteily koostuu valokvanteista eli fotoneista. Fotonin energia on hv.
Perusprosessissa yksityinen elektroni absorboi energiakvantin hv.

Jotta elektroni vapautuisi metallista, on tehtdva (aineesta riippuva) minimityd
W metallin positiivisten ionien vetovoiman voittamiseksi. Vapautuneiden
elektronien maksimi kineettinen energia on silloin

Kpax = hv — W = h(v — 1y).

Kokeessa annetaan irronneiden elektronien kulkea sdhkoisen potentiaalin V
l&pi, t.s. niiden menettdmé energia on eV. Kun potentiaali asetetaan
kynnysarvoonsa Vj, t.s. Kmnax = €Vp, voidaan méaratd Planckin vakion arvo
(edellyttéen, ettd W tunnetaan):

eVo+W A

h= = —(eVp + W).
v C

Comptonin ilmio
Comptonin ilmi6 (1919-1923) osoittaa, ettd tormaysprosessissa fotonit
kayttaytyvat kuten yksittdiset hiukkaset:



e energia E = hv
e massa m = hv/c?
e liikkemddrd p=mc = E/c=hv/c=h/A
Fotonin térmétessé elektroniin sen aallonpituus muuttuu:

h

MeC

N ==

(1 — cos®).

1.2 Viivaspektrit

Jokainen alkuaine séteilee sille tunnusomaisilla diskreeteilld aallonpituuksilla.

Spektrit antavat tietoa niitd tuottavista atomeista.

e Aallonpituuden suhteen spektrit ovat monimutkaisia ja vailla
sddnnénmukaisuuksia.

o Aaltoluvun 1/X suhteen spektrit sitdvastoin kiyttaytyvat
sddnnonmukaisemmin.

e Aaltoluku havaittiin (Balmer 1885) hyvéksi luokittelusuureeksi.

o Useat spektriviivoja vastaavat aaltoluvut voidaan esittdé toistensa

summina tai erotuksina (Rydberg-Ritz kombinaatioperiaate: 1900, 1908).

Balmer havaitsi, ettd erddt vedyn spektriviivoista voidaan sovittaa

lausekkeeseen )

n
)\n:3646m1&, 1?/23,4,5,...,

eli

1 11 _ o1
E—RH(4 n2>, Ry =1.097-10'm™".

Spektriviivojen sdadnnénmukaisuus frekvenssin v = ¢/ suhteen voidaan
ymmértdd kvanttihypoteesin avulla:

e siteily tapahtuu energiakvantteina huv.

o siteillessddn atomi luovuttaa energiaa fotonille. Jos atomin energia
ennen emissiota on E; ja emission jilkeen Ey, niin

hV:E,'—Ef.

Lauseke hv = E; — Ef voidaan tulkita myds kdfntden:
Viivaspektrien havaitseminen osoittaa, ettd atomi voi olla vain erdissa sille
tyypillisissd diskreeteissa energiatiloissa.



Thompsonin atomimalli
Atomin massa ja positiivinen varaus ovat tasaisesti jakautuneina palloon, jossa
elektronit ovat levossa (muuten ne siteilisivit energiaa).

Rutherfordin atomimalli (1911)
Rutherford tutki a-hiukkasten (kahdesti ionisoituneiden helium-atomien)
sirontaa ohuista kultalevyista:

e suurkulmasirontaa oli huomattavasti enemmén, kuin Thompsonin malli
ennusti.

e esim. Thompsonin mallin mukainen todennikdisyys 90°-sirontaan on
1073500 kokeellisesti se oli 1/8000.

Selitys: Atomin massa ja positiivinen varaus ovat atomia paljon pienemmésé
ytimessa.

Myohemmaét mittaukset ovat osoittaneet, ettd ytimen sidde r on
r=roA3, ry=1.2-10""m.
Atomin sdde R on suuruusluokkaa
R~ 107m.
Rutherfordin atomimallin heikkouksia:
e Ei ennusta viivaspektria.
e Ei selita, miksi tietyn alkuaineen kaikki atomit ovat samanlaisia.

e On epistabiili. Koska atomin elektronit ovat kiihtyvéassa liikkeesss,
niiden tulisi klassisen fysiikan mukaan séteilld energiaansa ja
spiraalirataa seuraten torméta lopulta ytimeen.

Bohrin atomimalli (1913)
Lahtokohdat

Rutherfordin atomimalli ja sen epédstabiilisuus.

Viivaspektreind ilmeneva atomin energiatilojen diskreettisyys.

Planckin kvanttihypoteesi ja Einsteinin fotoniteoria.

Klassinen fysiikka.

Oletukset

1. Atomin elektronit voivat liikkua vain m&irattyja ratoja pitkin
siteilemdttd energiaa. Atomin energian eri arvot vastaavat elektronien
erilaisia sijoittumisia sallituille radoille.



2. Sallitut radat ovat klassisen dynamiikan liikelain F = ma ja
impulssimomentin kvanttiehdon

L:nh—nh

T om
maarittamat.

3. Atomi voi siirtyd sallitulta (stationdiriseltd) radalta toiselle emittoimalla
tai absorboimalla sdteilykvantin, jonka frekvenssi on

1
= — |E; — Ef|,
v=1 7l
missd E; ja Ef ovat alku- ja lopputilan energiat.

Vedyn kaltainen atomi

o Elektronin ja Z-varauksisen ytimen vélinen Coulombin vetovoima

A\’
Ze?
ko 5
SI-jarjestelméassa ko = ﬁ ja cgs-jarjestelméassa kg = 1.
o Keskipakoisvoima,
02
ma=m—.
T

Coulombin voima ja keskipakoisvoima ovat tasapainossa:

Ze? v2
F:ko—2 =ma=m—.
r r

Impulssimomentti L = muor, joten

koZe? = mv?r = Lo.
e Nopeus ja ympyraradan side on lausuttavissa impulssimomentin avulla:

v = k‘oZ@z' r L L2
- L T muv mkoZe?’

10



Kineettinen energia on

1 1 (koZe?\?
Bin = smv? = —m (225 )
k 27nv < I )
e Potentiaalienergia on
Ze? ,mkoZe
lﬂpot = __kO'_;f_ = —'k 23 AL2
_ (keZe*\?
B L

Kokonaisenergia on

E:Ekin+Epot :_% (

k0£Z€2
L

)2.

Tama on energia, joka tarvitaan elektronin irrottamiseksi ytimen

laheisyydesta.
Bohrin kvanttiehto:

L=nh; n=1,2,3,....
Bohrin atomimallin mukaan on siis
k02362
Vp = —
nh
n2h?
T = ——
mkoZe?
m <k0Z€2)2
E, = ——
2 nh
n = 1,2,3...
Téssi h = 2-.
Maaritelldan n.s. hienorakennevakio
k062 1
a = — ~ —
he 137
1
— = 137.035982+ 0.000032.
o
Nyt
Zace
Vp = —
n
n®> h n? h
Th = — — = —
Zoa me 2nZo me
B, - _1 Z2a2m02.
2 n2

11



Téssd h/mc = 2.4262 - 10~ ?m on elektronin Comptonin aallonpituus ja
mc? = 0.511MeV elektronin lepoenergia.
Vetyatomissa (Z = 1) alimmalla radalla (n = 1) on

rr = ag=0.5292A =0.5292-10%m
Bohrin radan sdde
2
By = @ = 13.606eV = 1Ry.

Vedyn kaltaisen atomin energiatilat ovat siis
72 72
E, =—-—Ry = —-13.606—eV.
n n

Perustila on tila, jossa energia on minimissdan (n = 1).
Viritystila on miki tahansa muu tila (n # 1).
Viritysenergia on viritystilan ja perustilan energioiden erotus (E, — Ej).

Kvanttiluvun n kasvaessa on voimassa

lim E, = 0
n— o0
lim r, — o
n—oo
lim », = O.
n—oo

Siirrettdessi elektroni darettomyydesta tilaan n vapautetaan energiaa mairé
E,. Poistettaessa elektroni radalta n direttomén kauas tarvitaan energiaa
miird E,. Energia E, on tilan n sidosenergia.

Siirtyessdén tilalta ng tilalle no elektroni emittoi (tai absorboi, jos En, < E,,)
fotonin, jonka frekvenssi on (Z = 1)

_mfac)® (1 1
 2h nz n?

1 1 1 1
n; 1 ny "

ja energia

Vastaava aallonpituus on

v

2h 1 1
mazc/<n—g‘a>
1 11
- w2/ (aa):

missd R, = 1.0973731-10"m~"! on Rydbergin vakio.

12



Huom. 1Ry = 13.606eV = hcR o

Erdita vedyn spektrisarjoja:
ny | En,(eV) Sarja Aaltoalue
1 -13.6 Lyman ultravioletti
-3.3 Balmer | ndkyvi
-1.5 Paschen | infrapuna
-0.85 Brachett | infrapuna
-0.54 Pfund sinfrapuna
U

IB

G | | N

Ytimen myotaliike

V.
0

Kahden kappaleen —massat m ja M— redusoituu yhden p-massaisen
kappaleen ongelmaksi, joten tilan n energia on
1 p(Zac)?
B, — L #Za)"
2  n?

Redusoitu massa pu on madritelty siten, etté

1_1.1
u m o M’
eli
mM m

u:m+M:1+m/M‘

Vetyatomille on m/M = 1/2000.
Deuteriumin (Z = 1, A = 2) 16yt6 (1932) perustui siihen, ettd sen spektriviivat
ovat siirtyneet puolen promillen verran vedyn spektriviivojen suhteen:

uD:l—l—mL/(ﬂ\l)zm(l_%)'

Sommerfeldin kvanttiehto; ellipsiradat

¢ Yleistetyt koordinaatit:
q1,492,---,4f

o Yleistetyt impulssit:
P1,D2,---,Pf

13



Esim. Karteesinen koordinaatisto

q =, 92 =19
P =mE, ps =my

ds? = daz* +dy?
ds\’
2 _ s\ _ 2 .2
vt = (dt) 7 +y
v o= 49
y

ds?=dx> + dy?

Esim. Napakoordinaatisto

g1 =T, =20 .
pL=mr, ps =mr2l

ds® = dr®+r?de?
2 = <§)2 = 72 4 242
dt
7 = 7€, +rée“9
<
0

Faasiavaruus on yleistettyjen koordinaattien ja yleistettyjen impulssien
virittdma lineaarinen avaruus.

14



Sommerfeldin kvanttiehto

fpkqu =nih, nr = (0,)1,2,3,... jak=1,2,3,...

Esim 1. Ympyrirata

r = vakio
qg = ¢
pe = mr*d=mr@)=mrv=1L

T4alloin

27 27
}l{pgdq:/ mrvd0:/ Ldf = nh,
0 0

27 L
joten Sommerfeldin kvanttiehdon mukaan
h
Ln="" —ph, n=1,23...
27

Sommerfeldin kvanttiehto antaa ympyraradan tapauksessa Bohrin
kvanttiehdon.
Esim. 2. Harmoninen oskillaattori

e Periodi: T =1/v =27 /w.
¢ Jousivakio: k = mw?.

e Newtonin liikeyht#lo: i + w2z = 0.

Liikeyht&lon ratkaisu: z = Asinwt.

Vastaava impulssi: p, = mAw coswt = mz.

e Kokonaisenergia:
1 5, 1 5
E = FEpin+Epor = §mx =+ §kx
1 1
= §mA2w2 cos® wt + imsz2 sin? wt
= 1mAQuJ2
5 .
T4alloin
T
%pzdx = / mAw coswt - Aw coswt dt
0

T
mA2w2/ cos? wit dt
0

15



27
vzt mAQw/ cos? y dy
0

27
1
= mA2w/ §(cos(2y)+1)dy
0
= mAQw/2ﬂl(sin2 -|—1 )
B 0o 4 Y 2y

= mA2w7r=E2—7r=ET=E
w 14

7

joten Sommerfeldin kvanttiehdon mukaan

E
?{pzd:cz — = nh,
14

eli saadaan Planckin kvanttiehto
E, =nhv, n=1,2,3,...
Ellipsiradat
Massapisteen, jonka kokonaisenergia on E < 0, rata 1/r-tyyppisessi

potentiaalissa on ellipsi. Sommerfeld yleisti Bohrin atomimallia ottamalla
kayttoon ellipsiradat.

e Yleistetyt koordinaatit: ¢ = r ja g; = 6.
o Yleistetyt impulssit: p, ja pg.

e Sommerfeldin kvanttiehto (k=1 ; r):
}[prdr =n.h, n, =0,1,2,...
e Sommerfeldin kvanttiehto (k =2 ; 6):

%pgd(g:ngh, ng=1,2,3,...

Tassd ng = 0 ei kelpaa, silld silloin rata kulkisi ytimen lapi.

Merkitdan
n="mn,+mng.

Ellipsiradoilla, joilla on sama n, on sama isoakseli, mutta eri pikkuakseli.
Toisaalta energia riippuu ainoastaan kvanttiluvusta n. Kyseessa on n.s.
degeneraatio: samaan energiaan liittyy eri ratoja.

nr, =0 ja ng = 1, ympyrérata.

16



ng2

nr=ng 1

Uzs =0 . Ny =1
{ng =2 tal{ng =1

Suhteellisuusteoreettinen korjaus

m o ja E 7E0
—_ — .
V11— V1-—p2
Esim. vedyn perustilassa on f =v/c=a =1/137.
Rata ei ole endd suljettu kiyra, vaan prekessoiva ellipsi.

Huomioimalla suhteellisuusteoreettiset korjaukset eri eksentrisyyksia vastaa eri
energia, t.s. relativistiset korjaukset poistavat degeneraation.

Bohrin atomimallin heikkouksia

1. Atomin stabiilisuus on vain oletus. Samoin oletetaan, ettd klassisen
fysiikan lait eivit sellaisinaan riitd atomeille.

2. Suppea sovellutusalue

e vain vedyn kaltaiset atomit

¢ mallin avulla ei voida laskea esim. spektriviivojen intensiteettid eikd
aikaa, jossa viritys laukeaa.
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2 Aaltoilmioiden ominaisuuksia

Kasitteita
Aaltofunktio

P(x,t) = Asin(wt — k(£z)) tai
A cos(wt — k(£x)) tai
Ae—i(wt—k(:hz))

kuvaa z-akselin positiiviseen tai negatiiviseen suuntaan etenevai harmonista
aaltoa, jonka

kulmataajuus on w = 27v
amplitudi on A
aaltoluku on &
aallonpituus on A = 27 /k.

Vaihenopeus saadaan asettamalla vaihe vakioksi:

wt — k(+z) = vakio,

josta
d(+
U= (dtx> = % = vaihenopeus,
eli
w 2wy
= - = — =17
kE 27/A

Aaltofunktion aika- ja paikkariippuvuus saadaan aaltoyhtalosta.
Aaltoliikkeen dynamiikkaa kuvaa kulmataajuuden ja aaltoluvun vélinen
relaatio, dispersio:

w = w(k).

Yksinkertaisissa tapauksissa riippuvuus on lineaarinen:
w = ak,

missd a on vakio.
Esim. Varahteleva kieli
Viaridhteleva kieli toteuttaa klassisen aaltoyhtalon

Po(x,t) _ T PY(x,t)

o2 p Oz

missi 7 on kielen jannitys (voima/pituusyksikko) ja p pitkittaistiheys
(massa/pituusyksikkd). Aaltofunktio 1(z,t) kuvaa kielen poikkeamaa
lepoasennosta.
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Usein sovellettava ratkaisutekniikka on n.s. muuttujien erottaminen; kokeillaan
yritteelld:
P(z,t) = X(2)T'(t).

Nyt
Po(nt) LT . P(t)  EX
It _ x®2 D _ ¢
at2 dtz 1 T og? dz?
joten
PT T dX
a2 pda? "’

Jakamalla tdmé& puolittain X 7114 saadaan
1 d*T T d’X
T dt2  pX dx?’
Koska yhtélon oikea puoli riippuu ainoastaan muuttujasta x on yht&lén
vasemmallakin puolella oltava muuttujasta ¢ riippumaton vakioarvo ja
kadntden. Taytyy siis olla voimassa
1 d°T T d?’X 2 _ akio
—— = — —— = —w” = vaki
T dt?  pX dx? ’

eli

T

W_‘_ T = 0
?X
W"'ngX = 0

Niiden yhtéiloiden ratkaisut ovat

T = Aeiwt +Be—iut
X = Ce** 4 De e,

w= \/gk (dispersiolaki).

Oletetaan, ettd kielen pdat ovat kiinnitetyt, jolloin yhtdlon reunaehdot ovat

¢(07t) = w(Lat) =0,

kun L on kielen pituus. Aaltofunktio
Y(z,t) = X(2)T'(t)

toteuttaa k.o. reunaehdot, jos

Téssd k* = Lw?, eli
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1. X(0) =0, joten C = —D eli X(z) = C'sin kz,
2. X(L)=0,elisinkL =0, joten kL =nn, n=0,1,2,...

Aallonpituus on
2m 27 2L

% wn/L n

T T Nnmw
w=,/-k=,/——.
V=37

Jos liséksi vaaditaan, ettd kielen poikkeama hetkelld t = 0 on 0, on reunaehdot
toteuttava aaltoyhtdlon ratkaisu

A\ =

ja kulmataajuus

W(z,t) = A sinwtsinkx

= in (T sin (P
= Asm<\/;Lt)sm(Lx).

e 1, = 0, kieli on levossa,

Kun

e n =1, perustaajuus, eli v = 27“ = 2\/§L7
e n > 1, harmoniset ylitaajuudet.

Muita esimerkkeji aaltoliikkeesta:
e sihkomagneettinen siteily

addniaallot

kiintedn tangon tai kidehilan varadhtelyt

nesteen pinta-aallot

2.1 Aaltopaketit ja ryhmanopeus

Erilaisia ilmi6itd kuvaavat aaltoyhtdlot ovat lineaarisia ja homogeenisia
aaltofunktion ja sen derivaattojen suhteen. Siten myos ratkaisujen
lineaarikombinaatio on ratkaisu.

Superpositioperiaate: Aaltojen, joita kuvaavat aaltofunktiot 1, ¥a,.. .,
1, yhteisvaikutus on summa-aalto, jota kuvaa aaltofunktio

¢=Z¢i-



tasoaalto jatkuu samanlaisena rajatta.

W

aaltopaketissa aaltoliike on lokalisoitunut; esim. hiirié vedenpinnassa.

e

Aaltopaketti saadaan aikaan esim. muodostamalla kahden ldhes
samantaajuisen aallon summa-aalto. Olkoot ndiden aaltojen kulmataajuudet
w1 ja we ja aaltoluvut vastaavasti k; ja k. Tarkastellaan aaltoja

P1(x,t) = cos(wit — k1)
¢2(ZIJ, t) = COS(U.)Qt — kz.%')
Merkitddn
wp = Aw+ Aw
wa = Aw-—Aw
ja
ki = k+Ak
ke = k—Ak.

Summa-aalto on nyt
w(xat) = wl(-x’t) +¢2(937t>
= Acos(wit — k1) + A cos(wat — kax)

1
= 2Acos 5 [(w1 + wa)t — (k1 + ko))

x cos% [(wr — w2t — (k1 — ky)a]
= 2Acos(Awt — Ak z) cos(wt — kx)
= A(z,t)cos(wt — kx),

missa

A(z,t) = 2A cos(Awt — Ak x)

on amplitudi, joka itsekin on aalto. Moduloiden alkuperdistd aaltoa se saa
aikaan aaltoryhmii.

VAV~

A(x,t)\\ T
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Amplitudiaallon saman vaiheen etenemisnopeus on
e aaltopaketin nopeus
o ryhmdanopeus vg
e signaalin etenemisnopeus.

Asetetaan
Awt — Ak x = vakio,
joten
dr Aw dw
Vg= — = — — —.
dt Ak dk
Ryhmé#nopeus maaraytyy dispersiolaista w = w(k). Mikali dispersiota ei ole,
eli w = vakio x k, niin ryhminopeus on sama kuin vaihenopeus. Yleisemmin

v, = @—d(ku)—u+kd—u
9 dk - dk dk
du d\ r=2= 27 du
= k—— =" u
d)\ dk k2 d\
du
= - A—.
)

Huom. Aaltoliikkeessi ei etene aine, vaan liiketilan muutos s.o. energia ja
impulssi. Puhutaan myds signaalin etenemisesta.
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3 Valo aaltoina ja hiukkasina

3.1 Valon hiukkasluonne

Energia ja impulssi
Koska yleisesti on voimassa

B —p?@ = m§c4
ja valolle on lisdksi
E = h=Mh
my = 0,
on fotonin liikemé&ara
_E_hw _h
P="="=x

Ei ole olemassa inertiaalikoordinaatistoa, jossa fotoni on levossa. Yleisen
kdytanndn mukaan objektia, joka ei koskaan ole levossa ja jolla ei ole
lepomassaa, ei nimitetd hiukkaseksi.

Fotonin liikem&ard —hiukkasluonteeseen liittyva suure— voidaan todeta m.m.

Comptonin sironnassa, parisynnyssa ja valosahkdisessd ilmidssa.

3.2 Valon aaltoluonne

Valon heijastuminen ohuista valoa lapaisevista kalvoista
Aaltojen 91 ja 1o vaihe-ero riippuu kulmasta «, kalvon taitekertoimesta ja
saapuvan valon aallonpituudesta.

Esim. Veden pinnalla oleva 6ljykalvo jakaa valkoisen valon spektriksi. Spektrin

syntymisen syynd on valon tulosuunnan epdmaéiraisyys, kalvon paksuuden
vaihtelu sekd veden epidpuhtaudet ja mahdollinen aaltoilu.

d { ] Kalvo ‘
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Interferenssi

Tasoaaltorintama kohtaa kaksi etdisyydelld d toisistaan olevaa A:n levyista
rakoa. Kun A/d < 1 ja A > A, voidaan rakoa approksimoida viivamaisena
lihteenA.

7 X X
\ o)
2 L
Aalto- B
lahde 12
A
Seind Absorboija = 2 — 2
il I1 |h1\ 112 \h1+h2|
_ 2
L=1h,]
Diffraktio

Aaltoliike kohtaa aukkoja tai esteitd, joiden dimensio on aallonpituuden
suuruusluokkaa. Tapahtuvaa taipumisilmiotd nimitetddn diffraktioksi.
Valonséteet pisteistd A ja C vastakkaisissa vaiheissa, kun

i 1
Dsing = 5)\.

Taydellinen destruktiivinen interferenssi syntyy, kun darimmaisten aaltojen
matkaero on . T&ll6in vilin AB eri pisteistd lahtevit aallot kumoavat vélin
BC pisteistd ldhtevit aallot. Intensiteettiminimit havaitaan, kun

Dsinf=n\, n=1,2,...

<D 10

A
7

B c
T ek 727277272 / \

sin (D)

3.3 Fotonin jaettavuus

hiukkanen: jakamaton.
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aalto: voidaan jakaa osiin ja yhdistaa.

Esim. kahden raon interferenssin hiukkasmalliin perustuva selitys vaatisi, ettd
fotoni jakautuu kahteen osaan.

Tarkastellaan monokromaattisesta lahteestd peilien kautta ilmaisimena
toimivaan valokennoon saapuvia fotoneja. Valokennot rekisterdivét vain ne
fotonit, joiden energia on tiettyd kynnysenergiaa suurempi. Mikili fotoni
jakautuisi, eivdt valokennot reagoisi.

Koejarjestely (a). Havaitaan, ettd valokennojen 1 ja 2 mittaamien
intensiteettien summa = kokonaisintensiteetti I = I; + I5. Téassa jarjestelyssa
fotonit eivit siis jakaannu eli fotoneilla on hiukkasominaisuus.

monokrom. puolilépdisevi ilmaisin 1.
valolihde peili
e
ilmaisin 2.

Koejarjestely (b): Heijastunut aalto 1 ja lapaissyt aalto 12 saatetaan yhteen
heijastamalla ne peileistd 1 ja 2. Sdatelemalld matkaeroa havaitaan
intensiteetin vaihtelevan aallonpituuden jaksoilla, joten 1; ja 12 interferoivat.
Fotoneilla on siis aalto-ominaisuus.

peili 1.
0 peili 2.
monokrom. 1
valoldhde A Eb
O <
puolildpdiseva
peili

D[I]]]]]P]]]ﬂ]z

ilmaisin

o Koejarjestely 1 osoittaa fotonit jakamattomiksi.

o Koejarjestelyssd 2 havaitun interferenssin on siis tapahduttava kahden
tai useamman fotonin kesken.

o Mikali interferenssiin osallistusi useampia fotoneja, taytyisi sen
voimakkuuden riippua fotonitiheydesté, t.s. valon intensiteetista.
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e Adrimméisen pienillé intensiteeteilld (erdassd kokeessa valotusaika 3
kuukautta) tehdyt kokeet osoittavat, ettd interferenssikuvio on yhtd
terdvd kuin suurilla intensiteeteilld. Oletus erillisten fotonien
keskindisestd interferenssisté on siis virheellinen.

Dilemma

Valon hiukkasominaisuutta, fotonin energiaa, koskevissa havainnoissa fotoni
esiintyy aina jakamattomana kokonaisuutena, mutta valon aalto-ominaisuutta,
interferenssid, koskevissa havainnoissa fotoni aina jakaantuu aallon mahdollisia
kulkureitteja vastaaviin osiin.

Valolla on aalto-hiukkasdualismi.

3.4 Todennakoisyystulkinta

Valonsadettd kuvaava aaltofunktio on yksittaisten fotonien aaltofunktioiden
summa.

Sdhkomagneettisen siteilykentdn tapauksessa aaltofunktiolla tarkoitetaan
sdhko- ja magneettikenttien, E ja ]§, muodostamaa paria.

Klassisesti aaltofunktio tulkitaan siten, etti

& = ——— = energiatiheys.

Klassinen tapaus: energiam&arit > 1 - hv, joten tulkinta on OK.
Yksityinen fotoni: tulkinta on mieleton. Koska hAv on pienin havaittava
jakamaton energiamairi, ovat kvanttihypoteesi ja energiatiheystulkinta
kesken&ddn ristiriidassa.

Todenniakdisyystulkinta

Sopivasti normitettu aaltofunktion itseisarvon nelid on todenndkdisyystiheys
fotonin tai fotonien havaitsemiselle.

Energioiden ja havaittavien fotonim#érien ollessa suuria ovat
energiatiheystulkinta ja todennakoisyystulkinta ekvivalentteja.

Ajatellaan e.o. kokeessa (a) fotonit lihetetyiksi 1019 fotonin kimppuina
puolildpaiseville peilille:

¢ Klassisen ennusteen mukaan kumpaankin valokennoon tuleva energia on
Lhy -10'0.

e Todennikoisyysennusteen mukaan energiat vaihtelevat ryhmaéstd toiseen,
mutta ovat keskiméérin $hv - 10'°. Vaihtelujen suuruus on

todennikoisyyslaskennan mukaan hvv/1010 = hr10° eli noin
10~5xhavaittu energia. Niin pieni eroja ei voida kokeellisesti havaita.
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4 Materiaalisten hiukkasten aaltoluonne

4.1 De Broglie’n aineaallot (1924)

Optiikan yhtéldiden ja materiahiukkasten liikettd kuvaavien yhtaléiden
(Hamilton-Jacobin yht&ls) vélilla on laheinen analogia. Koska sdteilyyn oli
todettu liittyvan duaalinen kiyttdytyminen, oletti de Broglie myds
materiahiukkasiin liittyvan sekd hiukkasten ettd aaltojen ominaisuuksia.
Planck-Einsteinin ehdon mukaan fotonin energia on

E = hv.
Suhteellisuusteorian mukainen kokonaisenergia on

E =mc® = \/p2c® + mict.

Fotonille (my = 0)

hc
E: =h, = —
pc v N’
joten
_h
p_)\'

De Broglie’'n mukaan samat hiukkassuureita, energiaa E ja lilkemairaa p seki
aaltosuureita, aallonpituutta A ja frekvenssii v, toisiinsa sitovat relaatiot ovat
voimassa my6s materiaalisille hiukkasille. Kaikille hiukkasille on siis

E = hv
_ h
P = 5

Energiankuljettajien jako hiukkasiin ja aaltoihin on hyl&ttava:
o klassisesti aaltoliikkeend pidetylld valolla on hiukkasominaisuuksia.
e kaikilla tunnetuilla hiukkasilla on myos aalto-ominaisuuksia.
Esimerkkeja

1. Bohrin radalla olevan elektronin de Broglie-aallonpituus
Perustilassa K = 13.6eV =vedyn ionisaatioenergia. Nyt

1 2
K= §mev2 A ;s p=+vV2mK,

2me,
joten
\ = ﬁ _ he
Cp V2m.2K
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Sijoittamalla m.c?> = 511keV ja h = h/27 = 6.582 - 10~ ??MeVs saadaan
A~ 3.28A.

Ensimma&isen Bohrin radan sdde on r1 = ag = 0.5284 ja kehd vastaavasti
21ag ~ 3.3A = .
Yleisesti on n:lle radalle voimassa

N, = 277,

Tama ehto selittad Bohrin kvanttiehdon. Jos elektroniin liittyy de Broglien
aallonpituuden omaava Bohrin radan laheisyyteen lokalisoitunut aalto, voi
kyseessa olla stationdiristd tilannetta vastaava seisova aalto vain silloin, kun
radan pituus on aallonpituuden monikerta.

2. Elektroni, jonka kineettinen energia = lepoenergia

Nyt
E = 2m.?
1
Po= (- midt) = 3mid,
joten
p=+V3m.c
ja
h 1 h 1 ~0.024

= - = —=— = —)\ =
P V3mee 3T 3
Tassa Ae on elektronin Comptonin aallonpituus.
Vastaavasti fotonin, jonka energia on 2m.c? ja liikem#ird siis p = 2mec,

aallonpituus on

h A

= =22 =0.012A.
2mec 2

As

3. Makroskooppinen kappale m = 1g, v = 1m/s
de Broglie-aallonpituus on

A= o 6.6-1072m,
muv

joka on mahdoton havaita.

Aaltojen ryhmai- ja vaihenopeudet

Osoitetaan, ettd hiukkaseen listtyvien de Broglie-aaltojen ryhmdnopeus on
sama kuin hiukkasen mekaaninen nopeus.

Ryhmaé&nopeus on

_dw  d(2nv)  d(hv) dE
T dk  d2x/XN) d(h/N)  dp”

Vg
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Koska E? = p?c? + m3c* on 2E dE = 2¢?pdp, joten

dE p  AEmw
Vg=—=— =

dp E  me -

t.s. v, = v. On helppo néhdé, ettd epérelativistinen kisittely (E = p?/2m)
johtaa samaan tulokseen

dE 2p mo
= = — = — =9

vg_d_p_2m m

Vaihenopeudelle klassinen ja relativistinen késittely antavat eri tulokset:

\ hv E  im? 1
u = P=—= — = = —v
g h/X p mu 2
E me &
U, = _ = — = —
p  mv v

Vaihenopeudelle on siis voimassa u,v = ¢?. Koska v < ¢, on u, > ¢, joten
vaihenopeus ei ole fysikaalisesti mitattavissa oleva suure.

Davissonin ja Germerin koe

Tutkittiin elektronien sirontaa Ni-kiteen pinnasta. Kaytettaessa
elektronitykissa kiihdytysjannitettd 54V todettiin voimakas intensiteetti
kulmassa 50°.

ilmaisin

7

~

Dsin0
Rontgensddekokeiden perusteella tiedettiin atomirivistGjen sijaitsevan
Ni-kiteessé 2.15A:n etiisyydelld toisistaan, D = 2.15. Ehto
interferenssimaksimille on

X\ = Dsin¢ = 2.15A sin 50° = 1.65A.

Elektronien kineettisen energian ollessa K = e -V on niiden de Broglie
aallonpituus

A= h
2m.Ve
Sijoittamalla lukuarvot saadaan
1
2
A= (?) A (V voltteina)
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150\ ?
(E) A =1.66A.

Tam3 erinomainen yhteensopivuus vahvistaa aineaaltojen olemassaolon.
Aineaaltojen olemassaoloon perustuvia sovellutuksia ovat m.m.

e elektronimikroskooppi

o kiteiden ja nesteiden rakennetutkimus termisilla neutroneilla

4.2 Todennakoisyystulkinta

Hiukkasmekaniikan ja aaltoilmididen vilisid eroavuuksia:

Aaltoliike | Hiukkaset
Intensiteetti | jatkuva epdjatkuva
(hiukkasten
lukumé&ara)
Paikka | avaruuden | avaruuden
alue piste

Aineaaltojen havaitseminen (Davisson & Germer) osoittaa, ettd hiukkaseen
liittyy tavalla tai toisella aaltoluonne.

Aalto- ja mikroilmididen kuvaamiseksi tarvitaan sekd hiukkas- ettd aaltokuva.
Aaltoliikkeen paikan ulottuvuudesta johtuen ei hiukkasen ratakésite ole
tarkasti maaritelty. Otetaan k&yttoon todenndkoisyystulkinta:

¢ todennikdisyystiheys hiukkasen havaitsemiselle pisteessi x hetkelld ¢
p(z,t) = [Pz, b)) = Py
e todenndkoisyys hiukkasen esiintymiselle valilla (x, z + Ax) hetkelld ¢
dP = |i(z,t)|* Ax.

e todennikoisyys sille, ettd hiukkanen on valilld (a,b) hetkelld ¢

b
Pa,b = / |¢(.’L’,t)|2d.’l,'

Koska hiukkanen on jossakin, niin on voimassa
¢ aaltofunktion normitus
P = / (e, ) Pda = 1.
—oo
Tasoaallolle on p = ¥*1) = |C|? = vakio, joten P_ o, — 00, eiké

normitusta voida suorittaa. T&ll6inkin todennékéisyystulkinta patee ja
tiheysfunktion p(z,t) arvoja eri alueilla voidaan verrata keskenién.
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Hiukkasen paikallistettavuuden perusteella jaetaan sen liiketilat kahteen
ryhmaan:

sidottu tila: Vuorovaikutukset sitovat hiukkasen darelliseen alueeseen.
Aaltofunktio on tallgin normitettavissa.

sirontatila: Hiukkasen liikkuma-alue ei ole rajoitettu. Tavanomainen
normitus ei ole mahdollista.

4.3 Mittauksen vaikutus liiketilaan

Mitattaessa atomaarisia systeemeja havaintosignaalin energian ja liikem&aran
vaikutusta mittaustuloksiin ei voi jattad huomiotta.

Kaksoisrakokoe elektroneilla

Raon 2 (1) ollessa suljettuna saadaan intensiteettijakautuma I (I).
Molempien rakojen ollessa avoinna interferenssis vastaava jakauma on

I5 # I + I,. Téllin kokonaisaaltofunktio on superpositioperiaatteen mukaan

1/1(3% t) = ¢1(.’IJ, t) + ¢2(w7 t)'
Merkitaan S;(z,t):114 aaltofunktion 1; vaihetta ja R;(x,t):11a sen modulia, t.s.
’l/)i = Rieisi, 1= 1,2,

jolle
Relﬁi:RiCOSSi, IT)’LQ&ZIQZ sinSi.

Todenndkdisyystulkinnan mukaan intensiteetti on
Iy o< Y

= (Y1 +9¥2)" (Y1 + 92)
= (Rle_isl + Rze_iSQ) (Rleisl + R26i52)

= Ri+R}+RiR, [e“Sl‘SQ) + e—i<51—52)]
= R?+ RZ+2R;Rycos(S; — S).
Jos ainoastaan rako i on avoinna, on vastaava intensiteetti
I; < Yfeh; = R2.
Intensiteetti I;5 voidaan kirjoittaa muotoon

Ilg 0.8 I1 + Iz + 2\/.[1]2 COS(Sl - 52)
# I + Is.
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Kulkureitin rekisterdinti
Mikali mittauksella selvitetdan, kumman raon kautta elektroni kulkee,
menetetddn interferenssi. Talloin

Iy o |1 * + |12 = L + L.

KOE ELEKTRONEILLA

.

/

Y Y
—

REITIT REKISTERIIN

AT

v/’

|

I
\’ Y
R
\\
\\

7
7
/
a
¢
;
¢
é
7

Elektronin kulkureitista kaksoisrakokokeessa

o Mikali kiytettavissd on laite, jonka avulla reitti 1 (2) rekisterdidddn, niin
voidaan sanoa elektronin kulkeneen raon 1 (2) kautta. T&lloin
menetetddn interferenssi.

o Mikéli ei yritetd selvittdd, mita reittid elektroni kulkee, ei voida sanoa
yksityisen elektronin kulkeneen raosta 1 (2). Talléin havaitaan
interferenssi.

Téassa kaikki ja sithen on tyydyttava.
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4.4 Hiukkasen paikallistaminen ja Heisenbergin
epatarkkuusperiaate

Tarkastellaan tasoaaltoa _
w(aj’ t) — Cez(kz—wt) ,

jolloin todennékoisyystiheys on vakio p(z,t) = |1|> = C?. Superponoidaan
hetkelld t = 0 kaikki tasoaallot, joille —a < k < a:

T(z,0) = Y(x,0)dk =C | e*dk
_ _g/e“” _ 2Csmam.
i T
Normitusehdon mukaan on
oo oo 2
1 = / T (z,0)|? dv = 402/ Smx;m dx
y=az * sin’y
= 4C2a/ 5— dy = 4C%an,
—o Y
—_———
joten
1
C?=—
dam

Superponoitu aaltofunktio on siis

1 sinax
V@0 = 7= —
ja vastaava todennikoisyystiheys
a sin® ax
p(z,0) = * (e

Tasté voidaan ndhda, ettd aaltofunktio ¥(z,0) vastaa vilille —7/a <z < 7/a
lokalisoituvaa hiukkasta. Kasvattamalla a:n arvoa eli k:n superponointialuetta
tulee hiukkanen entistd paremmin paikallistetuksi. Koska k = p/h, niin t4ll6in
vastaava lilkemaardn p alue myds kasvaa.

Merkitaan Az:11a aluetta, johon hiukkanen on paikallistettavissa (paikan
epamaardisyytta) ja Ap:lla vastaavaa lilkemaarin aluetta (liikem&drdn
epamaardisyytta). Nyt

2
Az il

a
Ap = hAk =~ 2ah.

Q
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1,0
09 -
0,8 -
0,7 -
0,6 -
0,5 -
04 -
03 -
02 -
0,1

0

-6

Hiukkaselle, jota kuvaa aaltofunktio ¥, on siis voimassa
2
Az Ap ~ 2L 2ah = 2h.
a

Yleisesti voidaan osoittaa, ettd kaikissa tapauksissa on voimassa Heisenbergin
epamadraisyysperiaate

Ax Ap > h.
Mita tarkempi on paikan miaritys, sitd epidtarkempi on samanaikainen
liikem&&rdn maaritys ja epadtarkkuuksien tulo on > f. Koska
h =1.05-10734]Js, timi ei aiheuta rajoituksia klassisella alueella.
Sovellutus: Epatarkkuusrelaatio ja atomin stabiilisuus
Tarkastellaan vetyatomia (Z = 1). Merkitdan keskim#araisia suureita
symbolilla (); esim. elektronin etiisyys ytimesta on keskimaarin (r). T&lloin
paikan epdméaériisyys on

Ar = (r).

Heisenbergin epdmaériisyysperiaatteen mukaan liikemaaran epidméaériisyys on

Liikeméaaran nelion keskiarvo on suuruusluokkaa
>
(p*) =~ (Ap)?

ja energia keskim&irin

— ~

m (r) 2m (r)
ke

0
om (r)?  (r)

Q

(E) <2p > koe (Ap) _ koe

Q
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Suurilla etiisyyksilld Coulombin voima koe?/ (r) on hallitseva. Klassisesti
elektroni voisi sateilld kaiken potentiaalienergiansa ja tormata ytimeen.
Heisenbergin epédtarkkuusperiaatteesta taas seuraa, etta liike-energia kasvaa,
kun (r) pienenee. Lopulta termi 1/ (r)® voittaa termin 1/ (r) ja atomi siilyy
stabiilina. Etsitddn energian minimi FE;,:

<8E> _ A1 L
) ] (ry=(ro) m (rg)>  (rg)?

Tama4 ehto toteutuu, kun

h2

—— = ag = Bohrin radan side.
kome

(ro) =
Tonisaatioenergia on silloin
h? k3m?e*  k3e?me?
2m h4 hQ
k% me*

|E((ro))l =

Koska lasku perustui suuruusluokka-arvioihin, on lukuarvojen yhtasuuruus
sattuma.

Epatarkkuusrelaatio voidaan johtaa myds muiden suureiden vilille. Esim.
energian ja ajan epatarkkuuksille on voimassa relaatio

AE At > h.

Jos hiukkasen energian epdtarkkuus on AFE, niin aikavili, jonka kuluessa
hiukkasen liiketilan voidaan havaita muuttuvan, on suuruusluokkaa

At =~ h/AE. Erityisesti, jos AE = 0, niin At — oo, eli tila ei muutu. Téllaista
tilaa sanotaan stationéariseksi.

35



5 Schrodingerin yhtalo

5.1 Ajasta riippuva Schrédingerin yhtalé (v. 1926)

Etsitdan aaltoyhtaloa, jonka ratkaisuna saadaan materiahiukkasten
aaltofunktio.
Aaltoyhtélolle asetettavat vaatimukset:

1. lineaarinen ja homogeeninen aaltofunktion ja sen derivaattojen suhteen,
jotta superpositioperiaate toteutuisi.

2. yhtalon kertoimet eivit saa sisdltdd dynaamisia muuttujia E ja 7, koska
aaltopaketin konstruointi vaatii eri E:n ja pin arvoihin kuuluvien
ratkaisujen superponointia.

3. silloin kun aaltosuureet voidaan lausua hiukkassuureiden avulla, tulee
hiukkassuureiden toteuttaa hiukkasmekaniikan mukaiset relaatiot.

4. yksinkertaisuus.
Vapaan hiukkasen aaltofunktio on yleisesti muotoa
¥(x,t) = Ceilkz—wt)

Huomioiden relaatiot F = fiw ja p = ik saadaan

o . 1E
o= =Y
ja
e g2 P’
&z = Y=Y
Voidaan siis kirjoittaa
, 0%
2, _  _320Y
p ¢ - h axz
., 0
Ey = —.
P ih e

Epérelativistisen mekaniikan mukaan vapaalle hiukkaselle on voimassa
E = p?/2m, joten

2 2 92
0:<E_p_>¢:ma_¢+h_a_¢‘
2m m

Vapaan hiukkasen (eparelativistinen) aaltoyhtald on siis

B Pt o out)

2m  Ox? ot
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Jos hiukkaseen vaikuttaa ulkoisia voimia, on E = p?/2m + V(z), ja saadaan
eparelativistisen aaltomekaniikan perusyhtalo, eli ajasta riippuva
Schrédingerin yhtdlé

h? 0% (x,t) op(x,t)

—— —— + V(2)Y(x,t) =ih——.

2m  Ox? +V(zp(t) ot
Periaatteessa (joskaan ei kdytdnndssi) Schrodingerin yhtdld antaa
mahdollisuuden kaikkien atomaaristen ilmi6iden (lukuunottamatta
magnetismia ja suhteellisuusteoriaa) selittdmiseen.
Yleistys kolmeen ulottuvuuteen on suoraviivainen. Tehd&in sijoitukset

A A R
o2 o? o2 o2
- — 4+ - 4+ 2 _—=vV?
92 a2 + oy? + 022
Ajasta riippuva Schrédingerin yht&lo on siis

7ﬁvwmw+vm¢mn=nﬁ%:”

2m

Jos merkitddn )
R
H=——V*4+V
5 V. V()
voidaan Schrodingerin yhtdlo kirjoittaa lyhyesti

(T, ¢)
Hoy(7,t) = ih——=.
Téassd H on n.s. Hamiltonin operaattori
Erés relativistinen vapaan hiukkasen aaltoyhtilo, n.s. Klein-Gordonin yhtdlo
voidaan ”johtaa” analogisesti. Suhteellisuusteorian mukaan on voimassa

E? = p?c® + m2c*. Koska

, 0?1
2 2
22 _ R
ot2 ¥
voidaan siis kirjoittaa
,8%¢
23272 2 4 2
hvV© — =h"—.
(c mict)p = S
Merkitddn symbolilla O operaattoria
82
0=-V2
Vit c20t?
ja symbolilla x vakiota mgc/h. Klein-Gordonin yhtil6 on t&ll6in
(O +x%)¢=0.

Tata yhtdloa ei ole onnistuttu yleistimain vuorovaikuttavan hiukkasen
tapaukseen. Lisdksi Klein-Gordonin yhtilo on sovellettavissa vain
spin-0-hiukkasiin (bosoneihin), mutta ei esimerkiksi elektroneihin.
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5.2 Ajasta riippumaton Schrodingerin yhtalo

Oletetaan, ettd hiukkaseen vaikuttava potentiaali V' ei riipu ajasta. Talloin
my6s Hamiltonin operaattori H on ajasta riippumaton. Olkoon ¥(7,t) ajasta
riippuvan Schrédingerin yhtdlon ratkaisu, t.s.
0¥ (7, t)
HY(7,t) = ih————=.
(1) 5
Sijoitetaan tdhén yrite

(7, t) = T()y(),

jolloin Schrédingerin yhtalé saadaan muotoon

ih dT(t) 1
T a o v

Tavanmukainen muuttujien erottamismenettelyssi kiytettava paattely
osoittaa, ettd yhtdlon molemmat puolet ovat vakioita, ja ettd yhteisen vakion
arvo on hiukkasen energia E. Saadaan yhtalopari

dnT) 1
dt - EE
1
o) = B

Ajasta riippuvan osan ratkaisu on
T(t) = Ce™# Bt = Cet,

missd w on aaltoliikkeen kulmataajuus ja E = hw ratkaisua vastaava energia.
Paikasta riippuvalle osalle () saadaan yhtdls

HY() =~ 19207 + V(F)(7) = By().

Tama on ajasta risppumaton Schrédingerin yhtalo.

Suuri osa luonnon atomaarisista systeemeistd on stationaérisissa tiloissa, s.o.
toteuttaa ajasta riippumattoman Schrédingerin yhtalon. Tama yhtalo on siten
perusta ndiden systeemien rakenteen ja siind tapahtuvien muutosten
tutkimiseen.

Hamiltonin operaattorin (potentiaalin V') ominaisuuksista riippuen
Schrodingerin yhtalolla on ratkaisu olemassa vain méaératyilld energian
arvoilla. Systeemin energia ei siis voi saada mielivaltaisia arvoja. Esim.
vetyatomin tapauksessa saadaan Bohrin mallia vastaava energiaspektri.
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5.3 Aaltofunktion fysikaalinen tulkinta ja
jatkuvuusyhtalo

Jatkuvuus- eli kontinuiteettiyhtalo
Todennékdisyystiheys p = [1|? yleensd muuttuu ajan mukana, t.s. p = p(7, ).
Vaikka aaltofunktion normitus

[ e WV I6GEOP = [av p(ri) =1

onkin vakio, mielivaltaisessa tilavuudessa V oleva kokonaistodennikéisyys, eli
todennékoisyys hiukkasen havaitsemiselle tilavuudessa V,

Py(t) = /V dv p(F, 1),

riippuu ajasta. Tassd dV = d®r = dF on kolmiulotteinen tilavuuselementti.
Tarkastellaan todennékoéisyyden Py muutosta. Merkitdén symbolilla f
todenndkoisyysvirtaa, t.s. ; da on pinta-alkion dd lapi aikayksikossi virtaava
todenndkoisyys. Tamaéan virtauksen johdosta hiukkasen
havaitsemistodenné&koéisyys muuttuu aikavalilla dt maaralla

AP,z = —j - da dt.

Olkoon S tilavuutta V rajoittava pinta. Todennikdisyyden muutosnopeus
koko tilavuudessa V on siis

%(t)z—/j.daz—/v.;dv,
t s v

missd viimeinen muoto on saatu soveltamalla Gaussin divergenssilausetta.
Sijoittamalla tdhin todenndkdisyyden Py eksplisiittinen lauseke saadaan ehto

/V(w +v-j(r,t)) dv =0.

Koska tdméa on voimassa mielivaltaiselle tilavuudelle V', pdadytdan

kontinuiteettiyhtdléon
8,0(F, t) 2
———= 4+ V- j(r,t)=0.
5 (7 t)
Vastaava yhtilo on voimassa myds klassisessa hydrodynamiikassa (p on
nesteen tiheys ja j materian virtatiheys) ja elektrodynamiikassa (p on

varaustiheys ja ; varauksen virtatiheys).

Aaltofunktion fysikaalinen tulkinta
Muodostetaan ajasta riippuvasta Schrédingerin yhtalosta ja sen
kompleksikonjugaatista pari

[ R g

L, oY h?_, ,
—ih = —— VX + Vi
! ot 2mV v HVY
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Kertomalla ylempi yht&lo funktiolla * ja alempi funktiolla — sekd
laskemalla yhtalot puolittain yhteen saadaan

A I U -
m(¢§+ atw) = o (V- V)
2

h X %
—5n V@IV —yVyT).

Tami voidaan edelleen kirjoittaa muotoon
., . th o, X
5 = V- |5 v - vve)].

Vertaamalla kontinuiteettiyht4l6on % +V -f: 0 voidaan identifioida:

p(Ft) = " = todenniakoisyystiheys
- h
JEe) = =5 Ve -V
h
= le (¥"Vy)

= todennakoéisyysvirtatiheys.

Toisin sanoen pdV = ¢*1) d*r on todennikdisyys hiukkasen 16ytymiselle
hetkelld t tilavuuselementistd dV. Todenndkoisyysvirtatiheydestd saadaan
yksinkertaisella tavalla hiukkasvuo, joka ilmaisee aikayksikdssa tietyn pinnan
lapaisevien hiukkasten lukumé&ardn. Hiukkasvuota puolestaan kiytetdin
hiukkasten tormayprobleemia kasiteltdessa.
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6 Dynaamisten muuttujien esitys
kvanttimekaniikassa

6.1 Dynaamisten muuttujien odotusarvot

Olkoon z satunnaismuuttuja, joka voi saada jatkuvia arvoja ja p(z) muuttujan
z normitettu todennakoéisyystiheysjakautuma, t.s.

/ p(z)dx = 1.
Satunnaismuuttujan x odotusarvo eli keskiarvo on
(z) =/ xp(z)dx.

Jos f(z) on jokin z:n funktio, my6s se on satunnaismuuttuja. Funktion f(z)
odotusarvo méaaritelliin vastaavasti:

(f(x)) = /jo f(@)p(z) dz.

Kvanttimekaniikassa todennikdéisyystiheysjakautuma on p = 9*1. Olkoon
F(7) jokin hiukkasen paikasta riippuva dynaaminen suure.
Todennékdisyystulkinnan mukaan F(7) on satunnaismuuttuja. Sen odotusarvo
on

(F(7) = / F(#)p(F) dPr
/ B (O F () dr.

Suure (F(7)) on siis funktion F'(7) mahdollisten arvojen painotettu keskiarvo
painon ollessa todennikoisyys hiukkasen esiintymiselle paikassa 7, jossa
funktiolla on arvo F(7). Tama voidaan my6s sanoa niin, ettd (F(¥)) on
suunnilleen sama kuin useiden suureen F' mittausten keskiarvo.

6.2 Operaattoreista

Suuretta A, joka tietylld tavalla liittd4 annettuun funktioon f(z) maaratyn
uuden funktion g(x), sanotaan operaattoriksi. Tatd merkitdén seuraavasti:

Af(z) = g(x).

Esim. A = -2, Kun A:lla operoidaan funktioon f(z), saadaan tulokseksi
derivaatta g(z) = f'(z).
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Esim. Af(z) = foz f(y)dy. A:n operoidessa funktioon f saadaan tulokseksi
f:n integraalifunktio.

Huom.Koska operaattorien maaritelmé on erittdin yleinen, operaattoreita
koskevat laskusdannét ovat monimutkaisempia kuin tavallisiin lukuihin
liittyvat sdannot.

Kahden operaattorin A ja B vélinen kommutaattori on

[4,B] = AB — BA.

Esim. A =z ja B =d/dz. Olkoon 9(x) mielivaltainen (differentioituva)
funktio. Nyt

AButa) == (00

' (x)

ABy(x)

ja

BAY@) = B(AU(@) = o (2y(a))
= (@) + 9(a)

Viahentdmélld nAmé puolittain toisistaan saamme

(245 - 402 wl) = AButa) - Bav(z)

dr dx
= —Y(x).
Tam4 on voimassa kaikille funktioille (¢ oli mielivaltainen). Voimme siis
kirjoittaa
d
—| =-1
[““ dx]

Operaattori A on lineaarinen, jos kahdelle mielivaltaiselle funktiolle, i1 ja 1),
seké kahdelle (kompleksi)luvulle, ¢; ja c2, on voimassa

A(cubl + Cgipg) = ClAwl =+ CQA’I/}Q.

Ellei toisin mainita, oletamme jatkossa operaattoreiden olevan lineaarisia.
Funktio v,, joka toteuttaa A:n ominaisarvoyhtdalon

Ay = athg
ja normitusehdon
/ Vie dPr =1,

on operaattorin A normitettu ominaisfunktio ja a on ominaisfunktioon 1),
liittyvd ominaisarvo (tai kdantden: funktio v, on operaattorin A
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ominaisarvoon ¢ liittyvd ominaisfunktio). Hyvaksyttavan ratkaisun 1, on
oltava aarellinen, jatkuva ja yksikasitteinen.
Esim. 1. Funktio f(z) = €2® toteuttaa yhtilon

a 2z 2
—e“® = 2e°".
ox

Funktio €2® on siis operaattorin d/0z ominaisarvoon 2 liittyvé ominaisfunktio.
Esim. 2. Olkoon ¢ napakoordinaatistoon liittyva kulmamuuttuja. M&arataan
operaattorin d/9¢ ominaisarvot ja ominaisfunktiot. Ndiden on toteutettava

yhtils “
ov(e) _

Tamaéan differentiaaliyhtilon ratkaisuina ovat funktiot
P =Ce?.
Koska ratkaisun tulee olla yksikésitteinen, tdytyy ¥:n toteuttaa ehto

V(o) = Y(¢ + 2m),

eli
Ce)uj) — C€>\¢+)\27r.

Taytyy siis olla voimassa
e)\27r -1

joten A =im, m = 0,%+1,4+2 .... Ominaisfunktiot ovat siis

PYm(¢) = Ce™?,
ja vastaavat ominaisarvot A,, = ¢m. Ominaisfunktio voidaan my0s normittaa:

2w

1= [ v @ s =10 [ g =aelcp
' 0

alue

Normitetut ominaisfunktiot ovat siten

Useimmiten ominaisarvot médraytyvit reunaehtosovituksista (kuten tavallaan
edellisessi esimerkissakin).

Yleensd ominaisarvoyhtalolld on suuri joukko ratkaisuja. Jos samaan
ominaisarvoon a liittyy k toisistaan riippumatonta ominaisfunktiota, on a
k-kertaisesti degeneroitunut ominaisarvo.

Olkoon % jokin funktio ja A jokin operaattori. Operaattorin A odotusarvo
tilassa 1 on

(A) = / »* Ay d3r.
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Operaattori A on Hermite’n operaattori, jos sen odotusarvo kaikille neliollisesti
integroituville funktioille, t.s. funktioille %, joille

‘ [uvaer

on reaalinen. Hermite’'n operaattori A toteuttaa siis ehdon

< 00,

{4)

/w*Aw d3r

/ (Ap)* ) r
= (A

kun 9 on mielivaltainen aaltofunktio.

Nahdiin, ettd hermiittisen operaattorin ominaisarvot ovat reaalisia. Olkoon a
operaattorin A jokin ominaisarvo ja 1, vastaava normitettu ominaisfunktio.
Nyt

W = [viavedr = [av.dr
= o [vindr=a

joten operaattorin odotusarvo operaattorin ominaistilassa on vastaava
ominaisarvo. Jos lisiksi A on hermiittinen, eli

on ominaisarvo a reaalinen.

6.3 Dynaamiset muuttujat operaattoreina

Kvanttimekaniikassa dynaamisia muuttujia vastaavat operaattorit. Koska
dynaamisten muuttujien odotusarvot ovat mitattavia suureita ja siten
reaalisia, tdytyy niitd vastaavien operaattoreiden olla hermiittisia.

Hiukkasen dynaamisia muuttujia 7 ja § sekd kokonaisenergiaa E vastaavat
kvanttimekaniikassa operaattorit ¥, —iAV ja ihd/dt. Muut dynaamiset suureet
saadaan sijoittamalla 7'n ja p:n operaattoriesitys vastaaviin klassisiin
lausekkeisiin.

44



Suure Klassinen Kvanttimekaniikan
lauseke operaattori
energia E E= ih%
paikka 7 =7
liikemadra P P = —ihV
potentiaali- V(7) V(F) = V(F)
energia
kineettinen T = % T = %Vz
energia
kokonais- | T+V =FE H=-Lv21V(7)
energia
= Hamiltonin oper.
impulssi- L=Fxp L=—ih#xV
momentti | Ly = yp, — zpy ﬁz = —ih (y% — Za%)
yleisesti f(7,D) f = f(F,—ihV)
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7 Schrodingerin yhtalon ratkaiseminen

Schrodingerin yhtélon ratkaisun tulee olla
1. darellinen, yksikésitteinen ja jatkuva paikan funktio.

2. paikallisesti rajoitetuille systeemeille kvadraattisesti integroituva; s.o. jos
1 on ratkaisu, taytyy olla

/ VY dV < co.

3. Mikali potentiaalin mahdolliset epdjatkuvuuskohdat ovat &érellisia, on
aaltofunktion 1. derivaatta jatkuva. Koska derivaatan jatkuvuus
implikoi funktion jatkuvuuden, tidstd ehdosta seuraa ensimméinen ehto.
Jos potentiaalilla on ddrettomén suuri epdjatkuvuus, on aaltofunktion
edelleen oltava jatkuva, mutta derivaatalla voi olla darellinen
epajatkuvuus.

Osittaisdifferentiaaliyhtdloiden teoriasta tiedetddn, ettd ehtoja 1-3 tayttavia
ratkaisuja ei ole olemassa kaikilla energian E arvoilla. Schrodingerin yhtélé on
siis itseasiassa ominaisarvoyhtdlo. Sen ratkaiseminen on ominaisarvo-,
ominaisfunktioparien (E,,,) etsintdi.

7.1 Aé#rettdmin syva potentiaalikuoppa

Tarkastellaan m massaista hiukkasta potentiaalissa

0, —a<z<a
oo, muulloin.

V(z) = {

Ajasta riippumaton Schrédingerin yhtlé on

Alueessa —a < z < a on V(z) = 0, jolloin
d? 2 d?
| 2mpy 4V
dz?  h dzx?
missi k2 = 2mE /R
Alueen —a < z < a ulkopuolella taytyy olla ¥ (x) = 0, silld muutoin E olisi

adreton.
Koska aaltofunktion on oltava jatkuva, on sen toteutettava ehdot

46



Differentiaaliyhtilon 4" + k29 = 0 yleinen ratkaisu on
¥ = Acoskx + Bsinkz.

Jatkuvuusehdot (1) toteutuvat, mikéali

a) B=0ja coska=0
tai
b) A=0ja sinka =0.

Tapaus a)
Nyt coska = 0, joten
ka = n77r7 n=13,5,...

Vastaavat energiat ovat

2 2
E, = h_ k2 = h_ @
2m 2m 4a?
h2m2n?
&ma?

ja ominaisfunktiot
Yn(x) = Acos (Zﬂ) ,m=1,3,5,...
a

Normitusehdosta

a

1 = V(@) () dz

/™ 11
= E/ A? <§y+zsin2y>
—ka
= A%
seuraa, ettd A = 1/y/a. Normitetut ominaisfunktiot ovat siis

%(l‘) =

(TLWQL’

; =1,3,5,...
20/)7 n » Oy

Nama4 aaltofunktiot ovat symmetrisid, t.s.
V(=) = ().

Tapaus b)
Nyt sin ka = 0, joten
ka="" n=246,...
2
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Energian ominaisarvot ovat

Bk Rirn?

E, = —F
2m 8ma?
ja ominaisfunktiot
nrT
@) = Bain(7)
Yn () sin (=
1
= %sin<%), n=20406,...

Niamé aaltofunktiot ovat antisymmetrisié, t.s.

Yn(—7) = —Pn(2).
Huom. n = 0 ei tule kysymykseen, silla silloin olisi £ = 0 eli ¢ = 0 ja edelleen
p(z) = 0.

EEE2

NI B 16

EEEZ

\/ E3:98ma2

EEEZ
_ [fm?
E]_ 8 m a2

: E2:48maz

7.2 Porraspotentiaali

Tutkitaan, mitd tapahtuu, kun vapaasti eteneva hiukkanen kohtaa
porraspotentiaalin
0, r<0

v ={ % 150
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Esimerkiksi metallin johde-elektroni kokee metallin pinnan pyoristettyna
porraspotentiaalina.
Ratkaistaan Schrodingerin yht&lo

B Py()

C2m da?

+V(2)p(z) = Ey(x)

erikseen tapauksissa E < Ej ja E > Ej.

1. E< Ey
Alue x <0
Nyt V(x) = 0 ja Schrodingerin yhtalo

d2¢1 2mE
a2 + 7¢1 =0,
eli
Yk =0, k= —ZT;E eR.

Tamaén yleinen ratkaisu on muotoa
¥1(x) = Aet*® 4+ Be~ e,

Alue z >0
Nyt V(z) = Ep ja Schrodingerin yht&lo

d2’lp2 2m(E - Eo)
dx? + K2 vz =0

eli

o €R.

n 2
2_(11/}2:07 a =

Tamén ratkaisufunktiot ovat e*®*, joista voidaan hyviksyé vain z:n vihenevi

funktio (aaltofunktion darellisyysehto)
Pa(z) = Ce™ %,
Aaltofunktio kokonaisuudessaan on

¢1(w)7 ZIJSO
Y(z) = {¢2(w), x>0

_ Aeik:z + Befik:m’ T S 0
- Ce 2%, z > 0.

Vakiot A, B ja C méaraytyvit ¢m ja ¢'m jatkuvuudesta:

¥1(0) = 92(0)
Pi(0) = 5(0)
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eli

A+B = C
ik(A—B) = -aC

Kertomalla ylempi yhtélo a:lla ja laskemalla yhtalot puolittain yhteen saadaan
(a +ik)A = (ik — a)B,

josta

ik+aA_ (ik + @)?
ik—a k242
Vastaavasti voidaan kerroin C lausua A:n avulla

B =

z'k—oz-l—ik-}-aA_ 24k

A+ B= =
¢ + ik — « ik —«

_ 2ik(ik + o)
k2 + a2

Aaltofunktio on nyt

ike _ (ik+0)® ik
¥(z) = A(el - o € ), z<0
— AZik(ikta) oz >0,

Vasemmalta tulevan aallon intensiteetin suhde vasemmalle 1dhtevin
heijastuneen aallon intensiteettiin on

2 [k -« —ik — «
 \ik+a) \—ik+a
t.s. heijastuminen on taydellista.

Suhteellinen (normittamaton) todennékdisyystiheys on

ik — «
ik + a

Els
|BJ?

= 1

7

plz) =
2 (1+ 572 cos2ke + F5ky sin2ka), 7 <0
2
]c24.|k_:¢)42 672(12:7 x> 0.
2. E> Ey

Alueessa z < 0 ratkaisu on kuten edellé:
¢1($) — Aeikz 4 Be—ikz.
Alueessa ¢ > 0 saamme Schrédingerin yhtdlén muotoon

d*vo

A2 + I‘«?2¢2 = 07
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missa om(E — E
K2 = 77”( 2_ 0) > 0.
h

Tassé alueessa ei voi olla vasemmalle liikkkuvia hiukkasia, joten

o (z) = Ce™™®.

Jatkuvuusehdot ovat nyt

eli

A+B = C
k(A-—B) = kC.

Kertoimet B ja C voidaan lausua A:n avulla:

k—k
B = A

k+k

2k
¢ = k+k

Aaltofunktiot ovat siis
, k—r .
= A ikx VN —ikx
P1(x) <e + T e )
2k

Pa(x) = k+/<;Ae .

Hiukkasvuo @ on pinta-alayksikon lapi aikayksikosséd kulkeneiden hiukkasten

lukumaéaré, t.s.
pAV  pAtvA

AtA~ AtA

Nopeus v voidaan lausua aaltovektorin avulla

o =

bk

)

m m

ja tiheys on verrannollinen aaltofunktion itseisarvon neliéon.

Vasemmalta porraspotentiaalia l&dhestyvén hiukkasvuon tiheys on siten
verrannollinen suureeseen 2£| 4|2, pisteestd heijastuneen vuon tiheys o< 2| B|?
ja sen lipéisseen vuon tiheys oc 2%|C|?. Heijastuskerroin R on niin ollen

2

_un|B? _|k—k
T ulAPR |k+k
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ja lapaisykerroin

T_U2|C|2_f 2 \° _ 4ks
S wlAPR k\k+k)  (k+rK)?

Namé kertoimet toteuttavat ehdon
R+T=1,

t.s. hiukkanen joko heijastuu tai lipaisee potentiaaliportaan.

Huom. Klassisen mekaniikan mukaan kaikki hiukkaset etenevit alueeseen
x > 0 vauhtiaan hidastaen.

Huom. Téssé probleemassa hiukkasen energia ei ole kvantittunut, koska
hiukkasen liikkuma-alue ei ole rajoitettu.

7.3 Harmoninen oskillaattori
Harmonisen oskillaattorin klassinen liikeyht&dlo on
mi + kx = 0.
Tamaéan ratkaisut ovat muotoa
x = Asin(wt + 6),

missd w = y/k/m ja A on vardhtelyn amplitudi. Klassinen kokonaisenergia on
2
p Lo 1, 9
Fg=—+- = —kA*.
K=o + Qk:c 2k
Potentiaalienergia on

1 1
V(z) = Eka = §mw2x2.

Klassisesti hiukkasen maksimipoikkeama |z|max = A tasapainoasemasta z =0
toteuttaa siis yhtalon
1
§k$fnax = Ek1.
Harmonisen oskillaattorin Schrodingerin yht&lé on
d?y 2m 1 A
- =" | E— -mw?*2? | 9.
dz? K2 ( 2 ) v

Osoitetaan, ettd funktio

P(z) =e
on tdmé&n yhtalon ratkaisu. Nyt
dip 2
— = —2aze **
dz
d2
% = (4a%z* - 2a)e‘“2.
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Sijoitetaan toisen derivaatan lauseke Schrodingerin yht&loon, jolloin saadaan

2 1
(—2a + 4(12962)6_‘“c2 = —h—zb <E - —mw2x2) e=ae’,

Kirjoitetaan tdm& muotoon

2, .2 2 E
(4az—mh;))x2+<;72 —2(1)20.

2 2
9 mw
40 = 72
2mE
eli
0 = mw
T2
mE
a = ?

Energialle saadaan nyt lauseke
Bla  K? /mw 1
E:—:—(—):—hw.
m m \ 2h 2
Voidaan osoittaa, ettd tAmé& on harmonisen oskillaattorin alin mahdollinen
energia, n.s. nollapiste-energia. Perustilassa on siis

do(z) = e
1
EO = Ehw

Seuraavan viritystilan aaltofunktio ja vastaava energia osoittautuvat olevan

mw 2

qpl(:p) = ge 22 °

3
E]_ = —hw.
2

Yleisesti harmoniselle oskillaattorille on voimassa

m 2

Yn(w) = folw)e” o
1
E, = (n+§)hw,n:07172,...,

missd f,(z) on polynomi, jossa z:n korkein potenssi on n. Kahden
vierekkiisen energiatilan erotus on siis Aw. Siirtyessdin tietyltd energiatilalta
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ldhinnd alemmalle energiatilalle harmoninen oskillaattori emittoi fotoneita,
joiden frekvenssi on oskillaattorin klassinen frekvenssi.

Huom. Harmonisen oskillaattorin todennékoisyysjakautuma ulottuu aina
klassisesti kielletylle alueelle. Todennikéisyysjakautuma lahestyy nollaa kuten
g—2ae’ rajapisteiden ulkopuolella ja silld on n + 1 maksimia klassisesti sallitulla
intervallilla.

Harmoninen oskillaattori on moniin tilanteisiin soveltuva hyvé approksimaatio.
Olkoon V(x) hiukkaseen vaikuttava potentiaali ja x. hiukkasen klassinen
tasapainoasema tassd potentiaalissa. Kehitetddn V(x) potenssisarjaksi
tasapainoaseman l&heisyydessa:

V(z) = V@J+<de

+1 d?V (z)
2 dz?

~

Téssd IV
(z) = 0 (tasapainoasema)
de |,_,.
ja
d*v
k= % . (jousivakio).

Esim. Kahden vuorovaikuttavan atomin potentiaalienergia.

o Suurilla etiisyyksilld sdhkdstaattiset voimat aiheuttavat atraktion.

¢ Kun atomit tulevat ldhemméksi toisiaan, niin elektronit jarjestdytyvat
siten, ettd elektronien ja ytimien valinen Coulombin voima maksimoituu.

o Lyhyilld etdisyyksilld esiintyy voimakas repulsio. Tdméa on puhtaasti
kvanttimekaaninen ilmid, joka estdd elektroniverhojen suuren
péallekkaisyyden.

Seurauksena on ensimméisessd approksimaatiossa harmonisen oskillaattorin
potentiaali tasapainoetdisyyden ldhistolla.

7.4 Liike keskeisvoimakentassa

Tarkastellaan hiukkasta pallosymmetrisessi potentiaalissa

V() = V(r).
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Hiukkasen Schrodingerin yhtélo on

— SV + V()Y() = B 1)

Koska potentiaali on pallosymmetrinen, on syyta siirtyd pallokoordinaatteihin:

x = rsindcosyp
= rsindsine
z = rcosd.

Operaattorin V? esitys téissi koordinaatistossa on

2 _ 19 (50
v _r28rr8r+

12 3 sim93 + ! 6—2
r2 |sind 99 o9 sin? 9 9p? |

Merkitdan

o 1 8 0 1 92
Lz — —h2 . in 19— N
[sim? 99 (Sm &9) t o &p?] ’

=

L=Fxf=—ihixV

missa

on impulssimomenttioperaattori. Operaattori V2 on nyt

10 0 1 -
219 (29)__1 72
v r2 Or <T 67‘) h2r2
2m .2

Sijoittamalla t&mé yht&loon (1) ja kertomalla se puolittain termilld —=7r
saadaan Schrodingerin yhtdlo muotoon

[83 <T§) LN V(r»] b 0,0) =
%I_?w(r,ﬂ,ap).

Téassa yhtdlossd saadaan muuttujat erotettua yritteelld

Y(r,9,0) = R(r)Y (9, ¢).

Schrédingerin yhtalo on télloin

% [% (ﬁ%) + 22 (E-V)| R =

——— Y (¥,9) = \.

Tavanmukainen paittely osoittaa, ettd A ei riipu muuttujista r, ¥ ja .
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Tarkastellaan ensin kulmaosaa Y (¢, ¢). Taméa toteuttaa yhtalon

L2Y (9, 9) = R2AY (9, ). (2)

Téassa yhtilossa voidaan edelleen kulmamuuttujat erottaa yritteelld
Y(9,9) = 6(9)2(¢).

Kiyttimilld operaattorin L2 eksplisiittisti esitystd yhtild (2) saadaan
muotoon

1 L. d (. . d . 9 _
CIE) [smﬁ@ <s1n19@> + Asin 19] o) =

1 d2
- — _®(p) = m?,
B () dep? (%)

missd m? on vakio (riippumaton kulmista ¥ ja ¢).
Funktion ®(y) on siis toteutettava yhtalo

d>®

a2 +m2® =0.

Tamén ratkaisut ovat
b, = eTme.

Aaltofunktion ¥ (r, ¥, @) on oltava yksikésitteinen. Taytyy siis olla voimassa
’lp(T’, J, 90) = ’lﬂ(T’, 7, p+ 27['), eli

®(p) = ®(p +2m).
Parametri m voi siten saada vain kokonaislukuarvoja:
m=0,+1,+2,....

Kulmaosaa ©(¥) hallitseva yhtdlé saadaan muotoon

1 d (. .dO m?
g 9 (smﬁ—) + [A— S ] 0 =0.

Tamé on n.s. Legendren differentiaaliyhtilé. Osoittautuu, ettd fysikaalisesti
hyvaksyttavid (dérellisid) ratkaisuja saadaan vain jos

A=1(1+1)

ja
l=|m|,|m|+1,|m|+2,...,

t.s. [ on kokonaisluku. Muilla parametrin A arvoilla ratkaisulla on
adrettomyyskohdat kun 9 = 0 ja/tai ¢ = . Fysikaalisesti hyvaksyttavit
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ratkaisut ovat muuttujan z = cos?d [-asteisia polynomeja, n.s. Legendren
liittopolynomeja P/™:

m m d™P(z

P = -2t )
1 d

P(s) = g ga@ - 1"

Téssé funktiot P(z) ovat Legendren polynomeja.

Schrodingerin yhtdlon kulmaosan (2) ratkaisu Y riippuu siis kahdesta
kokonaisluvusta, [ ja m. Jos [ on kiinnitetty, voi m saada arvot
0,£1,42,...,£l, silld [:n minimiarvo oli m. N4ita ratkaisuja, joita merkitdan
symbolilla ¥;™,

Y (0,¢) = P (cosd)e™
I = 0,1,2,...
m = 0,£1,42,...,+l,

sanotaan pallofunktioiksi.
Fysikaalisesti pallofunktiot ¥;™ ovat siis

e operaattorin I_:2, eli impulssimomentin nelién, ominaisarvoon A%l (I+1),
missa [ =0,1,2,..., kuuluvia ominaistiloja.

e Voidaan osoittaa (harj.), ettd ne ovat myos impulssimomentin
z-komponentin L, = —ih(7 x V), ominaisarvoon mh, missi
m=0,£1,+2,..., £, kuuluvia ominaistiloja.

Schrodingerin yhtélon r:std riippuva osa on

% [d% (ﬁd%) 42 g V(r))] R(r) =

Sijoittamalla t&han R(r) = u(r)/r saadaan radiaalinen yhtdl6 (kanoniseen)
muotoon

d*u(r)  2m (1+1)
T2 e -vey - ] -0
Tarkastellaan atraktiivista atomiytimen aiheuttamaa Coulombin kentt&a, t.s.
VA 2
v =R

jolloin radiaalinen yhtal6 on (jatkossa ko = 1)

Pu(r) | 2m [(E N Z_> _la 1>] u(r) = 0. (3)

dr? 72 r2
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Tarkastellaan taman asymptoottisia, r — oo, ratkaisuja. Yhtalo tulee rajalla
T — 00 muotoon

d’>u
W — HQ’U/ = 0,
missi
9 2mE
K® = — PR
Asymptoottisen yhtdlon ratkaisut ovat
u(r) = e 7.

E > 0 & on imaginaarinen, joten u(r) on vaimenematon oskilloiva funktio.

E < 0 k on reaalinen. Aaltofunktion direllisyysehdosta johtuen vain ratkaisu
e " on hyvaksyttava, jolloin u(r) — 0, kun » — oo. Elektroni havaitaan
siis aina ytimen ldheisyydessa. Elektroni ja ydin muodostavat sidotun
tilan.

Klassisesti
E > 0 Elektroni voi liikkua kaikkialla, silli T = E — V(r) = E+ Ze?/r > 0
kaikkialla.

E < 0 Elektroni ei voi loitota etdisyyttd a, missd a toteuttaa yhtilon
E + Zé?/a = 0, kauemmaksi, silli arvoilla 7 > a olisi T' < 0.

Yhtilo (3) voidaan ratkaista eksaktisti. Osoittautuu, ettd fysikaalisesti
hyvéaksyttava ratkaisu saadaan vain, jos

e u(r) on muuttujan r n-asteinen polynomi, jonka

o korkeimman potenssin n on toteutettava ehto n > [+ 1. Tdm4 voidaan
myds tulkita siten, ettd jos n = 1,2,3,... on annettu, on kvanttiluvun [
toteutettava ehto I =0,1,...n — 1.

e kokonaisluku n toteuttaa ehdon n = ZT“‘Q %, t.s.

n =

mZ2et me® [ Za\?
2h%n2 2 ’

n

Radiaalinen aaltofunktio tulee olemaan

1+1
2 __r . 2
Un (1) = Chy <_7"> e~ way [AFL <_7") ’

nag nag

missd C,,; on normitustekiji ja ag = h?/(Zme?) Bohrin radan side. Funktio

Lfffll_l on n.s. Laguerren liittopolynomi:
n—I—1
L @) = ) A
k=0
I+k+1—n
A — Ay
kA k(k+20+1)" "
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Vedyn kaltaisen atomin aaltofunktio on siten kokonaisuudessaan

1
Qpn,l,m(ra 197 90) = F’u‘n,l (T)Y’lm(,l% (p)?

missd kvanttiluvut n, [ ja m voivat saada arvoja

n = 1,2,3,...
[l = 0,1,....n-1
m = —l,—l+1,...,-1,0,1,....1—1,1.

Niistd n miarda energian, [ impulssimomentin ja m impulssimomentin
z-komponentin.
Vetyatomissa (Z = 1) elektronin alimman tilan todennikéisyysjakautuma on

27

2 2,4
pl’():ul’o xXr-e “.

Tamé on maksimissaan, kun r = ag. Toisaalta elektronin keskim&ardinen

etaisyys ytimesta on
(=2
) = —ayp.
500

Bohrin sidde ag ilmaisee siis hyvin atomin koon my&s kvanttimekaanisessa
kuvauksessa.

Energiaspektri

Kvanttiluku n, eli n.s. energiakvanttiluku, ilmaisee energian:

mZ%et

CoRZp2

n =

Energiaspektri on siis tdsmaélleen sama kuin Bohrin mallissa.

Jokaiseen energian arvoon (lukuunottamatta tapausta n = 1) liittyy useita
kvanttilukujen [ ja m mahdollisia arvoja vastaavia tiloja. Energian
ominaisarvot ovat siten degeneroituneita. Koska [ voi saada arvot

0,1,...,n —1 ja kutakin [:n arvoa kohden m voi saada 2] + 1 erilaista arvoa
—1,=l+1,...,1—=1,1, on energiaan FE, liittyvien tilojen lukumaara

1434+5+---4+2(n—1)+1=n’

Energiatila E,, on siis n?-kertaisesti degeneroitunut.
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8 Spin ja statistiikka

8.1 Bosonit ja fermionit

Jokaiseen alkeishiukkaseen liittyy sisdinen impulssimomentti, n.s. spin.
o Hiukkasten spinit tunnetaan kokeellisten havaintojen perusteella.

e Spinin mahdolliset arvot ovat

3 5
(07 71757275737"')'71'

N | =

e Sanotaan, ettd hiukkasen spin on puolikaslukuinen, jos se on muotoa
2ntlh, missd n on kokonaisluku 0,1,2,...

e Sanotaan, ettd spin on kokonaislukuinen, jos se on nh.

Tarkasteltaessa useamman samanlaisen, identtisen, hiukkasen muodostamaa
systeemid osoittautuu, ettd sen ominaisuudet riippuvat oleellisesti siitd, onko
systeemin hiukkasten spin kokonais- vai puolikaslukuinen. Jaetaan hiukkaset
kahteen ryhméan:

bosonit Spin kokonaislukuinen, (0,1,2,...) - h.
fermionit Spin puolikaslukuinen, (1,3,2,...) .

Identtisten hiukkasten muodostaman systeemin kuvaus on oleellisesti erilainen
klassisessa fysiikassa ja kvanttimekaniikassa.

Klassinen fysiikka

Identtiset hiukkaset voidaan yksildidd.

Tarkastellaan esim. kahden identtisen hiukkasen systeemid. Sovitaan jollakin
hetkelld, ettd nimitimme toista hiukkasta 1:ksi ja toista 2:ksi. Klassisen
fysiikan mukaan voimme (ainakin periaatteessa) seurata niiden liikeratoja ja
tieddmme aina kumpi hiukkanen on 1 ja kumpi 2, t.s. hiukkaset ovat
yksiloitdvissa.

Kvanttimekaniikka

Samaan fysikaaliseen systeemiin kuuluvat identtiset hiukkaset esiintyvit
systeemin méairitteleméassa alueessa tietyn todennédkodisyysjakautuman mukaan.
Havaittaessa hiukkanen paikassa 7 ei voida sanoa, mika hiukkasista oli
kyseessa, silld kaikilla hiukkasilla on tietty esiintymistodenndkoisyys kohdassa
7.

Identtisid hiukkasia ei voida yksiloidd.

Tarkastellaan kahta identtistd hiukkasta. Olkoon tatd systeemid kuvaava
aaltofunktio ¥ (71, 7). Todennékoisyystiheys hiukkasten 16ytymiselle pisteista
71 ja 7 on |¢(71,7)|?. Vaihdetaan nyt hiukkaset keskeniin, jolloin uusi
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aaltofunktio on (7,7 ). Todennékdisyystiheyden on kuitenkin sdilyttava
ennallaan, joten

|¢(F177?2)|2 = |¢(_’2, _'1)|2-

Taytyy siis olla voimassa
w(/’?27 Fl) = eiéw(Fl ) TQ)‘

Hiukkasten vaihto aiheuttaa siis aaltofunktioon vaihesiirron . Vaihdetaan
hiukkaset vield kerran keskendin:

P(7L,72) = ePp(fy, 71) = ePP(7L, ),

joten e =1 eli e = +1. Kahden identtisen hiukkasen systeemin
aaltofunktiolle on siis voimassa

Y(71, ) = FP(72, 71).

Sanotaan, ettd aaltofunktio on symmetrinen (+-merkki) tai antisymmetrinen
(—-merkki).

Kokeellinen tosiasia (seuraa relativististisesta kvanttimekaniikasta) on, ettd
identtisten bosonien (fermionien) aaltofunktio on symmetrinen
(antisymmetrinen)

Olkoot systeemin kaksi identtistd hiukkasta vuorovaikuttamattomia.
Systeemin Hamiltonin operaattori H on talldin

H(1,2)=H(2,1)= H(1) + H(2),

missd 1(2) tarkoittaa kaikkia hiukkaseen 1(2) liittyvid muuttujia. Olkoot
funktiot ¢4 (7) operaattorin H(¢) ominaisfunktioita alaindeksin edustaessa
liiketilaa (tilan kvanttilukuja). Jos toinen hiukkanen on tilassa ¢, ja toinen
tilassa ¢g, niin tulot

Pa (Fl )¢ﬂ(F2) ja ¢a (F2)¢5(Fl)

ovat Hamiltonin H(1,2) ominaistiloja. Nami eivét kuitenkaan kelpaa
fysikaalista tilaa kuvaaviksi aaltofunktioksi, koska ne eivit ole symmetrisid
eivitka antisymmetrisid hiukkasten vaihdon suhteen.

Fysikaaliset aaltofunktiot saadaan tulojen lineaarikombinaatioina:

op(T1,72) o Ga(T1)ds(72) + ¢a(T)dp(71)
Vap(T,72) < ¢a()s(2) — ¢a(2) (7).

Jos nyt a = 3, t.s. hiukkaset ovat samassa tilassa, jalkimmé&inen yhtilo sanoo,
ettd kahdelle fermionille (antisymmetrinen aaltofunktio) on voimassa

¢aa(F17 F2) =0.

Tamé ehto tunnetaan Paulin kieltosddnténd: samassa kvanttimekaanisessa
tilassa ei voi olla kahta (tai useampaa) identtisti fermionia.
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8.2 Degeneroitunut fermikaasu

Tarkastellaan Paulin kieltosddnnon ja Heisenbergin epdmdiiriisyysrelaation
sovellutuksena fermikaasua (elektronikaasua) absoluuttisessa nollapisteessa,
jolloin kaasun kineettinen energia on minimissdin.

Nyt

o kukin elektroni vie kaasun kokonaisvolyymista tilavuuden

AT = Az Ay Az.

e kunkin elektronin liikemaéra on paikallistunut impulssiavaruuden

elementtiin
Aﬁ: Apz Apy Apz-

o Heisenbergin epdméairiisyysrelaation mukaan on

AFAF = Az Ap, Ay Ap, Az Ap, > b3,

Elektronin kvanttimekaaninen tila:

e elektronin spin s = 1/2, joten sen z-komponentti m; voi olla joko —1/2
tai 1/2.

e clektronin kvanttimekaanisen tilan ma#aras se avaruuden elementti A7 ja
se liikkem&dardalue Ap, johon elektroni kuuluu, seki elektronin spinin
z-komponentti.

e Paulin kieltosddnnén mukaan samassa kvanttimekaanisessa tilassa voi
olla vain yksi elektroni, t.s. faasiavaruuden (7, p)-alkiossa A7 Ap voi olla
vain kaksi elektronia; spin T tai |.

Nain ollen N elektronia vie faasiavaruudesta tilavuuden

N3
Eh.

Energian ollessa minimissd tdyttyy impulssiavaruudessa p-siteinen pallo:

N 4
—w =V’
2 3

Hiukkastiheydeksi pn saadaan
N 81 4
Pn = v - 3h3p .
Tiheysintervallin [py, pn + dpy] sisdltdmi kineettinen energia dT' on siten
2

p

T =—
d 2m

T4
= " _ptap,
Py = omms? P
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joten kineettinen energia tilavuusyksikkod kohti on

PN
/ —p dpy = / ——pdp
0

dr
5mh3 P

T

Sijoittamalla tahan liikemaéra lausuttuna tiheyden avulla, eli

saadaan taydellisesti degeneroituneelle fermikaasulle
3h2 (3)7 s
~aom \x) ¥
Koska paine P on

(T __(00VT)\ _ oT _
P= (av)N_ (av N T

aiheuttaa degeneroitunut fermikaasu paineen
2
pP=-T.
3

Esim. valkoisissa kddpitissd tdméa elektronien degeneraatiopaine johtaa
stabiiliin tilaan: se estda gravitaatiota luhistamasta tdhtea.

Jos tdhden massa on kyllin suuri, gravitaatiopaine ylittda degeneroituneen
elektronikaasun paineen. T4&ll6in tahti

e joko luhistuu (mustaksi aukoksi),

¢ tai muuttuu neutronitihdeksi. Tiheyden ollessa kyllin suuri tapahtuu
reaktio e +p — n + v, t.s. protonit muuttuvat neutroneiksi. Naméa ovat
elektronien tavoin fermioneja, joiden degeneraatiopaine voi stabiloida
neutronitdhden.

Esim. n.s. Sommerfeldin metallien teoriassa johde-elektronit kdyttaytyvét
kuten vapaat hiukkaset. V-tilavuuksisen kappaleen kompressibiliteetti K on
maidritelménsid mukaan

19V

v op
ja inkompressibiliteetti B t4méan kadnteisarvo, t.s.

oP
= Vv
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Olettaen, ettd johde-elektronit ovat vastuussa metallin kompressibiliteetista, ja
ettd tdma elektronisysteemi on likimain absoluuttisessa nollapisteessé, saadaan
metallin inkompressibiliteetiksi

Seuraavassa taulukossa on verrattu y.o. kaavasta laskettuja ja kokeellisia
inkompressibiliteetin arvoja (yksikkond 10°N/m?).
Metalli Laskettu Mitattu

Ti 23.9 1.5
Na 9.23 6.42
K 3.19 2.81
Rb 2.28 1.92
Cs 1.54 1.43
Cu 63.8 134.3
Ag 34.5 99.9
Al 228 76.0

Suurin syy mittausten ja mallin viliseen eroon on, ettd elektronit eivit ole
vapaita: ne vuorovaikuttavat sekd toistensa ettd metallin ionien kanssa.
Oletus nollalimpdtilasta sen sijaan on hyvé. Osoittautuu, ettéd
degeneroituneen fermikaasun elektroneista ainoastaan ne, joiden liikem&ira on
lahella maksimia (o p}\,/ 3) voivat olla vuorovaikutuksessa ympéaristonsa kanssa,
t.s. edustavat koko elektronisysteemid. Metallien johde-elektronien tiheydell
niiden elektronien kineettinen energia vastaa kertalukua 10°K olevaa

lampdtilaa. Huoneen 1ampdétila on tdhdn verrattuna lihes 0K.

8.3 Alkuaineiden jaksollinen jarjestelma
Monielektronisten atomien kiasittelyd helpottaa se, ettd

e positiivinen varaus ja ldhes koko massa on keskittynyt atomin kokoon
verrattuna ldhes pistemdiseen ytimeen.

o clektronit fermioneina noudattavat Paulin kieltosdantoa.

Atomin elektronikonfiguraatio ilmaisee, kuinka monta elektronia on kussakin
padkvanttiluvun n ja impulssimomenttikvanttiluvun ! arvoon liittyvassa
tilassa.

Impulssimomenttitiloista on tapana kdyttad nimityksia:
I ]o 1 2 3

tila|s p d f
Tietysta ni-tilasta on tapana kiyttda merkintda

elektronien lukumaara

ntila,
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Mikéli tilassa on vain yksi elektroni, sitd vastaavaa 1:std ei yleensda merkita.
Esim. elektronikonfiguraatio

1s22p®3s23d
tarkoittaa, ettd
[ lukumé&ara
0 2
1 3
0
2

2
1

wwN =3

Kvanttimekaniikka asettaa tiettyja rajoituksia atomin mahdollisille
elektronikonfiguraatioille:

e clektronit asettuvat energeettisesti edullisimpaan konfiguraatioon.
Vetyatomissa energia riippuu ainoastaan padkvanttiluvusta n.

e kun n on kiinnitetty, voi impulssimomentti [ saada arvot 0,1,...,n — 1.

e kuhunkin /:n arvoon voi liittya 2[ 4+ 1 impulssimomentin z-komponentin
m arvoa —l,—l+1,...,1—1,1.

e kussakin (n,l, m)-tilassa voi Paulin kieltosddnnosta johtuen olla
korkeintaan 2 elektronia: spin T ja |.

o tietyssd (nl)-tilassa voi siten olla korkeintaan 2 - (2] + 1) elektronia.

Kaksi ensimmaista alkuainetta ovat
Atomi Konfiguraatio |B|(eV)

'H 1s 13,6

2He 1s2 24.6
Seuraava alkuaine on ®Li. Témin 3. elektroni ei voi ené sijoittua 1s-tilaan,
vaan sen on mentivi joko 2s- tai 2p-tilaan.
Elektronien keskindiset vuorovaikutukset poistavat samaan n-arvoon liittyvien
tilojen degeneraation siten, etta eri [:n arvoihin liittyvilla tiloilla on eri energia.
Esim. litiumin tapauksessa 2s-tilalla on pienempi energia kuin 2p-tilalla.

65



Atomi Konfiguraatio |B|(eV)

3Li 1s%2s 5,4
“Be 152252 9,3
5B 1522522p

6C 1522s22p2

™ 1s522s22p3

80 1522s22p*

F 1522s22p° 17,4
10Ne 1522522p8 21,6

1Na, 1522522p%3s 5,1

taytetddn kaikki
3s- ja 3p-tilat (8kpl)

18 Ay 1522522p%3s23pf
Seuraavalla alkuaineella, kaliumilla 1°K, on perustilassa yksi elektroni
4s-tilassa, joka on energialtaan alhaisempi kuin 3d-tila:
Atomi Konfiguraatio
DK 1522s%22p®3s23p%4s

Kun lasketaan elektronitiloja vastaava todennidkéisyysjakautuma, ndhdaén,
ettd eri n:n arvoja vastaavat jakutumat ovat padasiallisesti nollasta poikkeavia
erillisissd alueissa. Tamaéan vuoksi puhutaan atomien kuorirakenteesta.
Atomien ionisaatioenergioiden riippuvuus jarjestysluvusta Z on kuorirakenteen

kokeellinen osoitus.

eV | E.
i

25 + He
20 +
15 +

10

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Kemiallisissa reaktioissa atomit jirjestyvéat erilaisiksi molekyyleiksi
elektroniverhojensa vélisten vuorovaikutusten ansiosta. Koska ndiden
reaktioiden energiat ovat niin pienid, etta ne eivat vaikuta sisemmilld kuorilla
oleviin elektroneihin, maaraytyvat alkuaineiden kemialliset ominaisuudet
uloimpien vajaalla kuorella olevien elektronien liiketilojen perusteella.
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Alkuaineiden jaksollinen jarjestelmé (Meyer & Mendelejev 1860-luvulla)
e jalokaasut = D-ryhmd: suljetut (tdydet) kuoret, huono reagointi.

o alkalimetallit=1A-ryhmda: ((H), Li, Na, K, Rb, Cs, Fr), yksi s-tilassa
oleva elektroni tdysien kuorien ulkopuolella; pyrkimys luovuttaa yksi
elektroni ja muodostaa positiivinen ioni.

e halogeenit=7A-ryhmd: (F, C1Br, I, At), tdydesta kuoresta puuttuu yksi
elektroni; taipumus tayttaa uloin kuori ja muodostaa negatiivinen ioni.

Kun ryhmén 1A ja 7A atomit reagoivat keskendin, muodostuu molekyyli,
jonka atomien vilistd sidosta sanotaan jonisidokseksi. Esim. NaCl=Na*Cl™.
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9 Ydinfysiikkaa

9.1 Ytimen rakenneosat ja yleiset ominaisuudet

Merkitain
Z protonien (p) lukum&érd = ytimen jarjestysluku.

A =Z + N nukleonien (= protonien+neutronien (n)) lukumaira =
massaluku.

Nukleoneja ytimeen sitovia voimia sanotaan ydinvoimiksi. Osoittautuu, ettd p
ja n kiyttdytyvat ydinvoimien suhteen samalla tavoin; ne edustavat nukleonin
kahta tilaa. Nukleonien massat ovat

mnc® = 939.553MeV
mpc® = 938.259MeV.

Varausluku Z méaaria ydintd vastaavan atomin elektronien lukumé&irin, eli
sen, mik4 alkuaine on kyseessd. Samalla alkuaineella voi olla useita eri
isotooppeja (sama Z mutta eri N). Esim. vedyn H isotoopit ovat:

rakenne pte~ p+n+e”  p+2n+e”

isotooppi vety deuterium tritium

ydin protoni  deuteroni tritoni
Epéstabiilit ytimet hajoavat emittoiden hiukkasia ja/tai sahkdmagneettista
siteilyd. Kyseessd on radioaktiivinen hajoaminen ja radioaktiivinen sdteily.
Kaikki ytimet, joiden jarjestysluku Z on suurempi kuin 83 (vismutti), ovat
radioaktiivisia.
Ydinvoiman ominaisuuksia:

e lyhytkantamainen; kantama ro ~ (1-2)fm.

e atraktiivinen, atraktio |Vp| =~ 30-50MeV. Kahden protonin vilinen
Coulombin repulsio 2fm:n etaisyydelld on 0.7MeV. Tama on pieni,
vaikkakaan ei merkityksetén, ydinvoimaan verrattuna. Coulombin
repulsiosta johtuen m.m. raskaissa ytimissd neutroniluku on
protonilukua suurempi.
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Merkint6ja ja kisitteité:
o F,, = ytimen potentiaalikentissa olevan nukleonin energia.

e B =1V, — E, = nukleonin ytimestd irrottamiseen tarvittava tyo eli
energia, joka nukleonille on annettava, jotta se voisi irrota ytimesta.

e Sidosenergia = energia, joka tarvitaan irrottamaan ytimen kaikki
nukleonit (~ 8MeV /nukleoni).

o Sidososuus = (sidosenergia)/(nukleoni).

MeV  EJA

| | | |
I I I I
O O O O 0o 0o 0o 0o 0o 0o 0o 0o

Ytimen massa on

Mydin = Zmp + (A - Z)mn — |B|/02.
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Koko atomin massa m 4 saadaan lisdamalla tdhan elektronien massa Zme.
Kun vetyatomin massa on
My < Me + My,

saadaan irrotustyoksi
|B| = 2Am = [Zmy + (A — Z)my, — mal.

Suuretta Am sanotaan massakadoksi. Ytimilla, joiden nukleoniluku on
A = 100, on Am = m,, ja ytimilld, joilla A ~ 200, on Am = 2m,,.
Ydinenergiaa voi vapautua kahdella tavalla:

o fuusiossa; kahdesta kevyestd ytimestd syntyy yksi raskaampi. Esim
2D? —He*.

o fissiossa; raskas ydin hajoaa kahdeksi keskiraskaaksi ytimeksi.

9.2 Radioaktiivinen hajoaminen ja ydinreaktiot

Epéstabiili ydin voi siirtyé stabiiliin (tai toiseen epéstabiiliin) tilaan usealla
tavalla:

o a-hajonnalle: ytimestd emittoituu He*-ydin.
e [3-hajonnalla: ytimestd emittoituu e .

e spontaanilla fissiolla: ydin hajoaa kahdeksi kevyemmaiksi ytimeksi, ja
useimmiten my6s muutamaksi neutroniksi.

o ~v-emussiolla: ydin siirtyy stationdariseltd tilalta toiselle emittoiden
v-kvantin (fotonin), jonka energia on kertalukua keV-MeV.

Kaikkien atomaaristen ja subatomaaristen hajoamisten on todettu
noudattavan hajoamislakia
N = Nge™ .

Téassd N ja Ny ovat epéstabiilien ytimien lukuméarit hetkelld ¢ ja 0.
Keskimédardinen elinaika on 1

T =
Puoliintumisaika ?, /, saadaan yhtélosta

%NO = Noe M2,

eli 2
t1/2 == HT = 0.627.
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Puoliintumisaika on epéastabiilille tilalle ominainen suure, joka tilasta riippuen
vaihtelee suuresti:
10_238 ’S’ t1/2 ’5 1031y.

Tarkastellaan ydinreaktiota, jossa hiukkanen a tormé&4i ytimeen A tuottaen
hiukkasen b ja ytimen B. Téta reaktiota merkitdan joko

a+A—-b+B

tai
A(a,b)B.

Jos mpy + mp > mg + my, niin tormadvan hiukkasen energian on oltava n.s.
kynnysenergiaa suurempi.

Jos my + ma > mp + mp, niin reaktiossa vapautuu energiaa. Vapautuva
energia eli reaktion @-arvo on

Q = (Mo +ma —my —mp)c’.
Reaktion tapahtumatodennikdéisyyttd kuvaa vaikutusala o:
Nop = NA¢aOar—bB-
Tassa
Nyp on reaktioiden lukuméaéra/aikayksikko.
N4 on kohtioytimien lukumé&ara.

¢, on ammushiukkasten vuon tiheys eli kohtioon pinta-alayksikolle
aikayksikossd osuvien hiukkasten lukumé&aré.

Vaikutusala o on laadultaan pinta-ala. Tavallisesti kdytetty yksikké on 1
barn= 10"28m?2. Ydinreaktioiden tyypillinen vaikutusala on kertalukua 1 barn.
Ydinenergian vapautuminen perustuu eri ydinten erilaisiin sidososuuksiin.

Fuusio
Kaksi kevyttd ydintd yhtyy raskaammaksi ytimeksi. Esim. deuteronin
sidososuus on 2.5MeV ja heliumin 7MeV. Reaktion

He — 2D

aikaansaamiseksi tarvitaan siis energiaa 4 - (7 — 2.5)MeV = 22MeV.
Vastaavasti reaktio
2D — He

tuottaa 22MeV energiaa, joka vapautuu suurenergisend sihkomagneettisena
sateilynd, n.s. y-sdteilyni. Jos télld reaktiolla tuotetaan 1 mooli heliumia (4g),
tarvitaan 2 moolia deuteriumia. Vapautuva energia on
E = No(Bye—2Bp)
= 6.022-10%*-22MeV - 1.602- 1073 J/MeV
2.12-10"*J ~ 600MWh.
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Fuusioydinvoimala, jonka teho on 600 MW, kuluttaisi 4g deuteriumia tunnissa
eli n. 100g vuorokaudessa. Nyt 1m3 vetti sisiltiéi 20g deuteriumia, jonka
erottaminen ei ole erityisen vaikeaa. Fuusio on siis kiytdnndllisesti katsoen
ehtymiton energialdhde. Sen lisdksi syntyvien radioaktiivisten jatteiden méaara
on pieni ja néiden puoliintumisajat lyhyet.

Valitettavasti kontrolloidun fuusioreaktion teknologia on &&rimmdéisen
hankalaa:

e Jotta deuteriumytimisti muodostuisi heliumydin, on ndméi saatava
ydinvoiman kantaman (n. 2fm) p4d&hin toisistaan eli on voitettava
deuteriumien protonien vilinen Coulombin repulsio (n. 0.7MeV).

o Tavallisimmin kiytetty tekniikka on kuumentaa deuteriumia niin paljon,
ettd lampoliike riittdd voittamaan Coulombin repulsion.

o Jos fuusio saadaan alkuun, se tuottaa itse ldimpdenergiaa, jota voidaan
kayttdd uusien fuusioreaktioiden aikaansaamiseksi. Tama edellyttds,
ettd reaktioon osallistuva deuteriumplasma on kyllin tiheds
?pyydystadkseen” lampositeilya.

e Tihedn kuuman plasman koossapitiminen on erittédin vaikeaa.
Lupaavimmalta ndyttdva menetelmd on yrittdéd pitdd plasma koossa
voimakkaalla magneettikentalla.

e Tilld hetkelld fuusioteknologiassa on n.s. break even-tilanne: reaktio
tuottaa yhtéd paljon energiaa kuin siihen joudutaan sySttdméain.

Fissio

Raskas ydin hajoaa kahdeksi keskiraskaaksi ytimeksi, joiden lisiksi irtoaa aina
joukko neutroneja. Vapautuva energia siirtyy osittain ytimien ja neutronien
liike-energiaksi ja osittain ~y-sateilyksi.

Fission tuloksena syntyvét neutronit voivat sopivissa olosuhteissa saada aikaan
uusia fissioita; kiynnistyy ketjureaktio. Esim. uraanin isotooppi U?3® hajoaa
spontaanisti puoliintumisajan ollessa =~ 10° vuotta. Kun tissi hajonnassa
syntyneet neutronit osuvat U23%-ytimiin, nim4 puolestaan hajoavat ja
tuottavat lisdd neutroneita (ja y-siteilyd). Ketjureaktio alkaa, kun
polttoaineen massa ylittda sen geometrisestd muodosta riippuvan krittisen
massan. Esim. plutoniumilla kriittinen massa on n. (10-20)kg.

Fissioreaktion vaikutusala on hyvin suuri pienilld neutronin energioilla.
Ketjureaktiota voidaan yllapitdé kriittistd massaa pienemmills massoilla
lisdamalla sopivaa véliainetta, jonka avulla voidaan sdddelld neutronien
nopeutta ja siten myds reaktionopeutta. Néin menetelldén ydinreaktoreissa.
Jos ydin, jonka massaluku on A > 200 ja sidososuus on B/nukleoni = 7.5MeV,
hajoaa kahdeksi A ~ 100 ytimeksi, joissa sidososuus on B/nukleoni ~ 8.5MeV,
vapautuva energia on ~ 200 - 1MeV. Esim. 1 mooli (=~ 235g) U?3® isotooppia
(nykyisin kaytOssd oleva uraanin isotooppi) tuottaa hajotessaan energiaa (vrt.
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edellinen esimerkki)

2
E~ % -600MWh =~ 6 - 10°MWh.

Fissiovoimala, jonka teho on 600 MW, kuluttaa siten noin % - 235g =~ 600g
uraania vuorokaudessa.
Fissiovoiman huomattavimmat haittatekijat ovat:

e uraanin niukkuus. U235 isotooppia on vain n. 1% luonnonuraanista.
Yleisin isotooppi on U238 joka sellaisenaan ei sovellu reaktorien
polttoaineeksi.

o turvallisuus- ja saasteongelmat. Fissioreaktorit synnyttavit
radioaktiivisia jatteitd, joita on pystyttavi sailyttdmain turvallisesti
jopa kymmenié tuhansia vuosia.

Kun hidas neutroni t6rm#s U?® ytimeen, tapahtuu reaktio

n+ U238 Pu239.
reaktioketju

Tata plutoniumin isotooppia voidaan kiyttdd polttoaineena.
Hyétyreaktoreiden ideana on lisiitd Pu?3%:n joukkoon U238 isotooppia. T#lldin
reaktori kuluttaessaan polttoainetta valmistaa samalla uutta. Nain menetellen
polttoainetta riittaisi vuosituhansiksi.

Hyotyreaktoreiden haittoja ovat:

239 on radioaktiivinen.

239 on myrkyllisté.

e turvallisuus- ja saasteongelmat lisddntyvét. Pu
Sen puoliintumisaika on 24000 vuotta. Sen lisdksi Pu

e onnettomuusriski.

Ydinvoimiin perustuvan ydinenergian ja Coulombin voimaan perustuvan
kemiallisen energian (esim. H + H — H?) vilinen suuruusluokkaero on
karkeasti 10%; elektroniverhoilmidissé sopiva energiayksikké on 1eV ja ytimeen
liittyvissd ilmidissd 1MeV.

9.3 Ydinvoimista

Yleiset ominaisuudet
Ydinvoimia voidaan luonnehtia seuravasti:

1. lyhyt kantamaisia, ~ 2fm.
2. hyvin voimakkaita.

3. eivit riipu nukleonin varauksesta: pp-, pn- ja nn-vuorovaikutukset ovat
ydinvoimien osalta samat.
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4. repulsiivinen keskus (hard core), r < 0.8fm.

5. riippuvat nukleonien spinin suunnista siten, etti ne ovat voimakkaampia
spinien ollessa samansuuntaisia kuin vastakkaisuuntaisille spineille.

6. sisdltdvit nopeudesta riippuvia termeji ja n.s. tensorivoimia.

Yukawan mesoniteoria (1935)
Klassisen elektrodynamiikan mukaan sdhkomagneettinen potentiaali toteuttaa
vapaassa (s.0. varauksettomassa) avaruudessa aaltoyht&lon

1 92
(—v2+c——) A, =0,

missd A, = (4, ¢). Vektoripotentiaali A on midritelty siten, etts

magneettikentta B on
B =V x A.

Sihkokenttd E puolestaan saadaan skalaaripotentiaalista ¢:

Stationaddrisessa tilanteessa aaltoyhtalo on
V%A, =0.

Tarkastellaan erityisesti skalaaripotentiaalia, joka nyt toteuttaa yhtdlon
V24 =0.

Tamé on sdhkdstaattisen potentiaalin Poissonin yhtdlo avaruuden sellaisessa
0sassa, jossa ei ole varauksia. Pallosymmetrisessi tapauksessa saadaan

1 6?
24 = - — =
V ()b - r 8’1"2 (T¢) 07
jonka ratkaisuna on tuttu Coulombin potentiaali
k
6=".
T

Voimme tulkita asiat my6s kvanttimekaanisesti: aaltoyhtélé kuvaa massatonta
hiukkasta: fotonia eli y-kvanttia. Talldin ¢(r) on todenndkoéisyysamplitudi, t.s.
|#(7)|? on todenn#kdisyys fotonin 1ytymiselle etdisyydeltd r siitd varauksesta,
joka sen on synnyttinyt. Tdmén tulkinnan mukaiset fotonit ovat virtuaalisia;
ne toteuttavat staattisen aaltoyhtdlon eivitka siten edusta valon nopeudella
etenevid todellisia fotoneja.

Tarkastellaan esimerkkind kahta etéisyydelld r toisistaan olevaa elektronia.
Niiden vélilld on Coulombin repulsio koe? /r. Kvanttimekaanisen tulkinnan
mukaan kumpikin elektroni toimii virtuaalisten fotonien 1dhteend ja niiden
virtuaalisten fotonien todenn#koisyysamplitudi toisen elektronin kohdalla on
o 1/r. Ilmaistaan tdm& sanomalla, ettd Coulombin kenttd aiheutuu
virtuaalisten fotonien vaihdosta vuorovaikuttavien elektronien kesken.

74



Graafisesti
Prosessi

N

e e > eTe”

Yukawa yleisti vaihtovoimaidean my0s massallisiin hiukkasiin. Valitsemalla
aaltoyhtéloksi Klein-Gordonin yhtilo

missd k = moc/h, padstdin kuvaamaan spin 0-hiukkasten valittAmaa
vuorovaikutusta.

Huom. Kiytimme relativistisia aaltoyht&lsité joko siksi, etté
vuorovaikutuksiin liittyvat energiat edellyttavét suhteellisuusteoreettista
kasittelya, tai etta valittajahiukkaset kayttaytyvat relativistisesti
(fotonit). My0s ei-relativistisen Schrédingerin yhtélon aaltofunktiot
voivat kuvata vuorovaikutuksia valittdvid kvantteja: esim. kiintedssa
aineessa phononit (idniaaltokvantit) toimivat vuorovaikutusten
valittajina.

Staattisen Klein-Gordonin yhtilon pallosymmetrinen ratkaisu on

—KT

V()=o) = Vo—.

Tama esittad vaihtovoimaa, jonka kantama R on

pt__M
K mgc

Jos elektronit toimisivat ydinvoimien vilittdjind, olisi kantama R &~ 0.02A,
joka on aivan liikaa. Kokeellisesti R & 1.3fm, josta valittidjihiukkasen massaksi
saadaan mg ~ 150MeV/c2.

Vuorovaikutuksen kantamaa voidaan arvioida myo6s Heisenbergin

epitarkkuusperiaatteen
AEAt>h

avulla. Jos vuorovaikuttava hiukkanen emittoi kvantin, jonka massa on mg, on
energian epimiiriisyys AE ~ moc? ja

o 0
T AE T moc2’

At
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Vuorovaikutuskvantti ehtii ajassa At liikkua enintddn (valon nopeudella)
matkan 5
R~cAt=—,
mocC
joka on vuorovaikutuksen kantama.
Vuonna 1947 16ydettiin kosmisesta sateilystd hiukkasia, joiden massa oli oikeaa
suuruusluokkaa ja joiden vuorovaikutus nukleonien kanssa oli riittdvin suuri

aikaansaamaan ytimissi todetut ilmict. Kyseiset hiukkaset ovat m-mesoneja:
| Massa

+

at,m | 139.6MeV/c?

70 135MeV /c?
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10 Hiukkasfysiikkaa

10.1 Perusvuorovaikutukset

1. Gravitaatio

Gravitaatio on vuorovaikutuksista heikoin, mutta kauimmin tunnettu. Se sitoo
tdhdet galakseiksi ja galaksit tdhtijoukoiksi, mutta aineen mikroskooppisen
rakenteen kannalta sitd pidetd&n yleensd merkityksettoménd. Analogisesti
muiden vuorovaikutusten kanssa on esitetty hypoteesi, ettd gravitaatiota
valittad hiukkanen, gravitoni. Gravitonia ei kuitenkaan ole vield havaittu.
Teoreettisten tarkastelujen perusteella gravitonin spin on kaksi ja massa 0
(vuorovaikutus on kantamaltaan dareton).

2. Heikko vuorovaikutus

Heikot vuorovaikutukset ilmenevit luonnossa ldhinné siten, etta erdit
hiukkaset, jotka muutoin olisivat stabiileja, hajoavat.

Esim. vapaan neutronin hajoaminen protoniksi ja elektroniksi tai ytimen
[-hajonta, jossa ytimestd emittoituu elektroni, jolloin ytimen protoniluku
kasvaa ja neutroniluku pienenee yhdella.

B-hajonnassa

o elektronin energia vaihtelee hajonnasta toiseen saaden kaikki jatkuvat
arvot tiettyyn maksiarvoon saakka. Selitykseksi ei kelpaa se, ettd
syntyvé tytarydin jiisi viritettyyn tilaan ja siten veisi ylimaardisen
energian, silld ytimen mahdolliset stationddriset tilat ovat diskreetteja.
Myo6s elektronin energia saisi silloin diskreettejd arvoja.

e kokonaisimpulssimomentti ndyttd4 muuttuvan, vaikka systeemiin ei
vaikuta ulkoisia voimia.

W. Paulin neutrinohypoteesi (1931). Emittoidessaan elektronin neutroni
emittoi my0s lepomassattoman hiukkasen, neutrinon, jonka spin on puoli, ja
joka vie liike-energiana vaihtelevan osan hajoamisenergiasta. Neutronin
hajoamiseen ja S-hajontaan liittyvét reaktion yhtdlot ovat

n — p+te +,
AR — 4. R+e +7
Z Z+1 e-

Vapaan neutronin elinikd on 15min 35s.
Neutrino havaittiin kokeellisesti vasta 1956. Neutrinon havaitseminen perustuu
prosessiin

7.+p—n+eh,

jonka vaikutusala on erittdin pieni.

Hiukkasia, joihin heikko vuorovaikutus vaikuttaa mutta vahva ei, sanotaan
leptoneiksi. Leptoneita ovat elektronit, myonit ja 7-hiukkaset sekd kuhunkin
ndihin liittyvit neutrinot: v,, v, ja v,. Heikkoja vuorovaikutuksia valittavat
massiiviset vektori- (spin 1-) hiukkaset W* ja Z°.
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3. Sdhkomagneettinen vuorovaikutus

Sahkomagneettinen vuorovaikutus on jokapaivéisia ilmi6ita hallitseva
vuorovaikutus, johon perustuvat kaikki kemialliset ja biologiset prosessit.
Molekyyli- ja atomitasolla Schrodingerin yhtédlo6n pohjautuva
kvanttimekaniikka on enimméikseen riittdva. Alkeishiukkasten vélisten
sdhkomagneettisten vuorovaikutusten kuvaamiseksi joudutaan vuorovaikutusta
vélittava fotonikenttd kvantisoimaan. T&han liittyvé teoria tunnetaan
kvanttielektrodynamiikkana.

Sahkomagneettisen vuorovaikutuksen kantama on &ireton ja sitd valittavat
massattomat fotonit.

4. Vahva vuorovaikutus

Kosmisen sateilyn tutkimuksen ja hiukkaskiihdyttimien avulla on saatu aikaan
useita satoja erilaisia alkeishiukkasia. Suurin osa niistd on n.s. vahvasti
vuorovatkuttavia hiukkasia eli hadroneja.

Hadronien viliset vuorovaikutukset ovat ydinvoimien suuruusluokkaa.
Perusvuorovaikutuksena ydinvoimien sijasta puhutaan yleensa vahvoista
vuorovaikutuksista, joista ydinvoima on erikoistapaus. Useimmat vahvojen
vuorovaikutusten teoriat perustuvat aikaisemmin kisiteltyyn
vaihtovoimaideaan. Téysin tyydyttadvad teoriaa ei vield ole onnistuttu
saamaan aikaan.

Vahvoihin vuorovaikutuksiin liittyy 1dheisesti myos hadroneja koossapitéva
n.s. Varwoima.

Seuraavassa luetellaan vield perusvuorovaikutukset tarkeimpine
ominaisuuksineen. Vuorovaikutuksen nimen peréssi on annettu sen
suhteellinen voimakkuus, joka on laskettu kahdelle toisistaan 2fm etdisyydella
olevalle ytimen protonille asettamalla Coulombin voiman suuruudeksi 1.

1. Gravitaatio (10™*%)

e sitoo planeettoja, tdhtid ja galakseja.

heikko atomistisilla etdisyyksilld mutta hyvin vahva mustissa aukoissa.

ddretonkantamainen.

vaikuttaa kaikkeen materiaan ja energiaan.

hypoteettisen gravitonin valittama.

2. Heikko vuorovaikutus (1077)

e kosminen merkitys: muuttaa perushiukkasia toisikseen (kosminen
alkemia).

e erittidin heikko atomistisessa skaalassa; n. 107!l xsihkémagneettinen
vuorovaikutus.

o lyhyt kantama = 0.01fm.
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o vaikuttaa kaikkiin perushiukkasiin (n.s. kvarkki- ja leptoniperheisiin).

e massivisten vektorihiukkasten W¥ ja Z° vilittimi. my = 80.1GeV/c?

jamz = 91.2GeV/c?.

3. Sahkomagneettinen vuorovaikutus (1)

kosminen merkitys: sitoo atomeja.

vahva atomeissa, heikko kosmisilla etéisyyksilld (neutraali materia).
ddretonkantamainen.

vaikuttaa kaikkiin varattuihin hiukkasiin.

fotonien valittama.

4. Vahva ydinvoima (20)

kosminen merkitys: sitoo atomiytimia, tahtien energialahde.

etasisyydelld 1fm n. 100 kertaa sihkémagneettista vuorovaikutusta
voimakkaampi.

lyhyt kantama ~ 1fm.
vaikuttaa hadronien valilla.

mesonien valittdma.

5. Véarivoima (varidynaaminen vuorovaikutus)

Hadronit ovat varivoimien koossapitdmid kvarkkisysteemejd. Naiden
kvantittuneita energiatiloja ovat sadat hadronit. Puhutaan
hadronispektroskopiasta.

kvarkkien sitoja esim. protonissa. Vahva ydinvoima on sivutuote.

vahva lyhyilld, ~ 1fm, etdisyyksilld. Heikko pitkilld etdisyyksilld, mutta
heikko myds erittdin lyhyilld etdisyyksilld: asymptoottinen vapaus.

kantama ~ 1fm.

gluonien vélittdma.
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10.2 Hiukkasten luokitteluun kaytettavat parametrit

1. Massa m
Hiukkasten massa ei noudata tarkkaa sdannonmukaisuutta. Ei ole olemassa
teoriaa, joka ennustaisi hiukkasten (lepo)massat.

2. Varaus Q

Kaikki varaukset ovat elektronin varauksen kokonaislukuisia kerrannaisia.

3. Spin S

Spin on hiukkasen impulssimomentti omassa lepokoordinaatistossaan.
Hiukkaset jaotellaan spinin mukaan fermioneihin (spin 1/2,3/2,...) ja
bosoneihin (spin 0,1,...).

Bosonit ja fermionit jaetaan edelleen massan, vuorovaikutustyypin ja muiden
ominaisuuksien mukaan seuraavasti:

bosonit

e massattomat bosonit: fotoni, gluoni, gravitoni.
e mesonit, vilibosonit W+, W—, Z0.

fermioneja

e leptonit: e*, pu*, 7% v, vy, vy
e baryonit

— nukleonit: p,n.

— hyperonit.

Vahvoihin vuorovaikutuksiin osallistuvien massallisten hiukkasten, mesonien ja
baryonien, yhteisnimitys on hadronit.

4. Isospin [ ja sen z-komponentti /3
Hiukkaset voidaan koota ryhmiksi, joiden jésenilld on melkein sama massa,
mutta eri varaus. Talldistd ryhm&s sanotaan isospinmultipletiksi. Esim.

e isosingletti A%, Q~, |I| = 0.
e isodupletti p,n; 20,2 ; K+ K% |I| =1/2.
e isotripletti X, X0 B~ 7t 70 7= |I| = 1.

Esim. protonia ja neutronia pidetddn saman hiukkasen, nukleonin, kahtena eri
varaustilana. Tall6in hiukkasia kuvataan isospin- (varaus-) avaruudessa.
Hiukkasryhméai kuvaa isospinominaisuuksien osalta isospinvektori I, jonka
suunta on kvantittunut siten, etti se saa valitun koordinaatiston z-akselilla
vain arvot I3 = —|I|,—|I| +1,...,|I| — 1, |I]. Isospin kdyttdytyy siis kuten
impulssimomentti. Ryhman multiplisiteetti on 2|I| + 1.

Tarkastellaan kahta hiukkasta, joiden isospinit ovat I; ja I,. Kokonaisisospin
I= I_i + I_; voi olla pituudeltaan

| = (1] = [ L[l 11 ] = L[] + 1, s [T + |12

80



5. Outous S, makukvanttiluvut

Outous-kvanttiluku madraytyy isospinmultiplettien varauspainopisteiden
avulla.

Baryonimultipletit: Nukleonidupletin varauspainopiste on 1/2 ja sen outous on
S = 0. Muiden multiplettien outous méaéritelldin siten, ettd
varauspainopisteen siirtymas :I:%e vastaa outouden muutos AS = +1. Esim.

Multipletti S
ATH AT AYSA- | 0O
A° -1
05— -1
=0, =- -2

Q- -3

Mesonit:Valitaan w-tripletin outous S = 0 vertailupisteeksi. Esim.

Multipletti | S

K+ K° | +1
n° 0

Outouden kaltaisia suureita ovat n.s. makusuureet: ylés u, alas d, outous S,
lumo ¢, kauneus b ja totuus t.

6. Baryoni- ja leptoniluku B ja L

Jokaisella hiukkasella on antihiukkasensa. Hiukkanen ja sen antihiukkanen
voivat annihiloitua jattden jilkeensd pelkédstddn energiaa fotonien muodossa.
Esim. elektronin e~ antihiukkanen on positroni e*, pionin 7% antihiukkanen
on pioni 7~. Hiukkanen voi olla oma antihiukkasensa, esim. 7°. Antihiukkasta
merkitéin yliviivalla; esim. 70 = 70 ja et = e™.

Hiukkasella ja sen antihiukkasella on sama massa, spin ja isospin I, mutta
vastakkainen varaus, outous, isospinin z-komponentti I3 sekd baryoni- ja
leptoniluku.

Jos hiukkanen on baryoni (antibaryoni), sen baryoniluku on B = 1(-1),
muutoin B = 0.

Jos hiukkanen on leptoni (antileptoni), sen leptoniluku on L = 1(—1), muutoin
L = 0. Leptoniluku jakutuu edelleen elektroniseen, myoniseen ja
7-leptonilukuun.

7. Elinaika 7
Hiukkasten elinajoissa ei ole sidnnénmukaisuutta. Hajonta noudattaa

tilastollista lakia
N = Nge™™,

keskimaariisen elinajan ollessa 7 = 1/ ja puoliintumisajan ollessa
t1/2 = lIl 2/)\
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Ainoa vapaana stabiili hadroni on protoni. Muiden hadronien elinidt riippuvat
siitd, hajoavatko ne heikon, sahkomagneettisen vai vahvan vuorovaikutuksen
kautta:

Hajottaja Tyypillinen Elinian
vuorovaikutus elinik3, vaihtelualue
Heikko ~ 107 1% | 15min-10~13s
Séhkomagn. ~ 107 | 1071551025
Vahva ~ 107235 | 107235-10"245

Lahes valonnopeudella liikkuvat heikkojen vuorovaikutusten kautta hajoavat
hiukkaset kulkevat laboratorossa huomattavan pitkid matkoja. Jos hiukkasen
elinikd on 7y, on sen elinikd 7 laboratoriossa aikadilataatiosta johtuen

T =19/4/1 — 2. Téastd syystd heikkojen vuorovaikutusten kautta hajoavia
hiukkasia sanotaan joskus stabiileiksi. Esim. 7- ja K-mesoneja voidaan ohjata
magneettikenttien avulla pitkid matkoja ja kayttdd ammushiukkasina.

8. Hypervaraus Y
Hypervaraus e ole riippumaton kvanttiluku, vaan sitd kdytetddn usein
outouden sijasta. Se méadritelldan yhtalolla

Y=S+8B (yleisesti: Y =B+ S+C+B+T).

Kvanttilukuja @, Is ja Y sitoo toisiinsa relaatio

Y

Q = I3 + 57

joka tunnetaan Gell-Mann’in-Nishijama’n yhtdlond. Ytimille vastaava yhtalo
on

1
Q=13+ §A~
Esim. oHe?:

1 1
I3i=2-—-42-{—=) =0, A=14
3 2+ < 2) ) ’

jotenQ:O—F% -4 =2.

10.3 Sailymislait

1. Impulssin (litkemddrdn) sailymislaks.

2. Energian sdilymislaki.

3. Impulssimomentin sdilymislaki.

Hiukkasten sisédiset impulssimomentit, spinit, on my®&s otettava huomioon.
Esim. ete~-pari tilassa, jossa rataimpulssimomentti / = 0. Hiukkasten
spin-impulssimomentit ovat J; = Jo = % Oletetaan, ettd J;, = % ja ettad
Jo, = —%. Parin kokonaisimpulssimomentti J voi saada arvot

J:|J1—J2|,|J1—J2|+1,...,J1+J2:0,]..
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Pari ei voi hajota yhdeksi vy-kvantiksi, silld tdmé& veisi lineaarista impulssia
(litkem&arad), jota parilla ei ole. Tarvitaan 2 y-kvanttia. Naiden y-kvanttien
kokonaisimpulssimomentti J5., voi olla

Joy =18y — 841,18y — Sy +1,5,+5,=0,1,2,
silld fotonin spin on S, = 1. Impulssimomentti sdilyy, eli
J = J2.—Y.

Jos eTe~-pari oli alunperin spin O-tilassa (J = 0), se siis hajoaa kahdeksi
~-kvantiksi, jotka myds ovat spin 0-tilassa (J., = 0).

4. Varauksen sdilymislaki

Klassinen fysiikka tottelee naita siilymislakeja (1-4). Hiukkasprosesseihin
nami lait eivit kuitenkaan tuo kovinkaan paljon jarjestystd. Kokeellisesti
tiedetddn, ettd hiukkasprosessien joukosta puuttuu monia sellaisia, jotka
ndiden yleisten sdilymislakien perusteella olisivat sallittuja. On siis olemassa
hiukkasfysiikalle ominaisia sdilymislakeja.

5. Baryoniluvun B sdilymislaks

Kokonaisbaryoniluku sdilyy kaikissa hiukkasprosesseissa. Esim.

p + p — Ef + =Z-

Esim.
Q- —- AY + K-
+1 = 41 4+ 0
Esim.

Kt + p = £t + p 4+ n
0 +1 = -1 +1 +1

6. Leptoniluvun L (L., Ly, L) sdilymislaki
Leptonit voidaan jakaa myonisiin, elektronisiin ja 7-leptoneihin. On naet
havaittu, ettd esim. neutrinot, jotka syntyvit hajoamisprosesseissa yhdessé
myonien kanssa, eivit sironnassa voi tuottaa elektroneja eivatkd 7-hiukkasia
vaan myoneja.
Leptoniluvut L., L, ja L, sdilyvat toisistaan riippumatta kaikissa
vuorovaikutuksissa.
Esim. Myonin neutrinot. Jos prosessissa

7I'+ — N+ + v,
L,= 0 = -1 +1

syntyvé neutrino térméa edelleen neutroniin, niin reaktio

vy + n — uT +4p
L= 41 + 0 = +1 + 0

on mahdollinen. Sen sijaan reaktio

v,+n/Ae +p
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on kielletty.
Esim.

K° — g% + ut 4+ {ﬂ#}
L,= 0 = 0 +1 F1

Esim. Elektronin neutrinot.

pm = v+ Ve + e
L,= +1 = 41 + 0 + 0
L, = = 0 -1 +1

Sailymislait 1-6 ovat voimassa kaikissa vuorovaikutuksissa. Sen sijaan
seuraavien siilymislakien voimassaolo rippuu vuorovaikutuksesta.
7. Isospinin I sdilymislaki
Hiukkassysteemin kokonaisisospin saadaan yhdistdmalls hiukkasten isospinit
impulssimomentin yhdistdmissdédntdjen mukaan. Kahden hiukkasen systeemille
on

[ —L|<I<IL+1D5.

Kokonaisisospin sdilyy vahvoissa vuorovaikutuksissa.

Isospinin z-komponentti I, sdilyy vahvoissa ja sGhkémagneettisissa
vuorovatkutuksissa.

Kuten aikaisemmin on todettu, on ydinvuorovaikutus, ja yleensd vahva
vuorovaikutus, riippumaton varauksesta ja siten myo6s kvanttiluvusta I, eli
riippuu vain kokonaisisospinisté 7.

Alla olevassa taulukossa on lueteltu muutamien hiukkasten isospin- ja
outouskvanttiluvut.

Hiukkanen I I, S|Y
mesonit
nt, w0, 7 1 1,0,—1 | 0| O
Kt K% |1/2|1/2,-1/2| 1| 1
n° 0 0 00
baryonit
pt,n 1/2|1/2,-1/2| 0 | 1
A° 0 0 110
DILD VLIS Vil B | 1,0,—1 |-1] 0
=05~ 1/2 | 1/2,-1/2 | -2 | -1
0~ 0 0 3] -2

Heikot vuorovaikutukset, jotka eivét kunnioita I:n tai I,:n siilymista,
mahdollistavat monien muuten stabiilien hiukkasten hajoamisen. Esim.

K° — gzt 4+ g~

I. 172 — 0,1,(2)
. -1/2 - +1 -1
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8. Outouden sailymislaki (muut makukvanttiluvut samoin)
Koska varaus on
B+ S Y

—L+ 2 o4,
Q + 2 +2

séilyy outous S I,:n tavoin vahvoissa ja sihkémagneettisissa
vuorovaikutuksissa. Heikoissa vuorovaikutuksissa voi olla AS = +1.
Esim. vahva vuorovaikutus:

™ 4+ p - 7 4+ ¥ + KO
S: 0 + 0 — O -1 +1
Huom. Vahvoissa vuorovaikutuksissa oudon hiukkasen synty vaatii toisen

oudon hiukkasen siten, ettd AS = 0.
Esim. heikko vuorovaikutus:

Q- - =2 + 7 _
S: -3 — —2 4 o H~9=+H1
5t - p 4+
S: -1 — 0 + AS =+l

10.4 Sailymislait ja avaruuden symmetriat

Jokaisen siilymislain voidaan ajatella olevan seuraus tiettyjen fysikaalisten
muuttujien virittimén avaruuden symmetriaominaisuuksista (avaruuden
invarianssista joissakin operaatioissa). Matemaattinen koneisto, jolla niita
invarianssiominaisuuksia kasitellian, on nimeltdin ryhmdteoria. Ryhmateoria
tarjoaa tehokkaan menetelméin ilmididen systemaattiselle luokittelulle.

1. Avaruustranslaatio
Suljetun systeemin liikem&&ran sdilymislaki on seuraus systeemin
translaatioinvarianssista, t.s. systeemin kannalta avaruus on homogeeninen.

2. Aikatranslaatio
Suljetun systeemin energian siilymislakia vastaa systeemin invarianssi
ajansiirrossa.

3. Avaruusrotaatio

Suljetun systeemin impulssimomentin sdilymislakia vastaa systeemin
invarianssi avaruuden kierrossa, t.s. systeemin kannalta avaruus on
isotrooppinen.
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4. Mittamuunnos

Hiukkasten energiat ovat usein relativistisia, joten hiukkasfysiikassa on
kiytettdva relativistista kvanttimekaniikkaa. T&ll6in hiukkasen aaltoyhtalo
riippuu sen spinistd. Vapaata spin 0-hiukkasta kuvaa Klein-Gordonin yhtalo

(O + %) =0.

Spin 1/2-hiukkasten kuten leptonien ja kvarkkien aaltoyht&lé on Diracin
yhtdlo ja spin 1-fotoneja kuvaavat Maxwellin yhtdlot. Relativististen
aaltoyhtaltiden ratkaisut kuvaavat kaikkialle avaruuteen levittaytyneitd
kenttid, joiden kvantteja kyseiset hiukkaset ovat. Kenttien kvantituksella, joka
voidaan tehdd luomis- ja havitysoperaattoreiden avulla, padstdin vastaaviin
kvanttikenttateorioihin. Saihkémagneettisille, vahvoille ja heikoille
vuorovaikutuksille on olemassa hyvin toimivat kvanttikenttiteoriat, kun taas
gravitaation kvanttiteoriaa ei ole onnistuttu aikaansaamaan. Eri
vuorovaikutuksia kuvaavat teoriat toteuttavat mittasymmetrian.

Esimerkiksi sihkomagnetismissa varattua hiukkasta (varaus @) kuvaavalle
kentélle voidaan tehdd mittamuunnos

b =y = ey,

missd 6 on reaalinen parametri. Todennakoéisyystiheys ¥y* — '9*' siilyy
muuttumattoman tissi muunnoksessa. Voidaan osoittaa, etté
invarianssivaatimus mittamuunnoksessa johtaa sihkovarauksen siilymislakiin,
jonka mukaan hiukkasten varauksien () summa on sama reaktion alku- ja
lopputilassa. Globaalissa mittamuunnoksessa parametrilla 6 on sama arvo
jokaisessa maailmanpisteessé, kun taas lokaalissa mittamuunnoksessa 6 on
paikan ja ajan funktio, 8 = 0(r, ct)

Lokaali mittasymmetria ei ole voimassa vapaalle varatulle hiukkaselle, silla
liilkemaara- ja energiaoperaattoreiden derivoinnit funktioon 6(z) rikkoo
mittasymmetrian. Symmetrian rikko voidaan korjata sdhkomagneettisen
kentén avulla. Voidaan osoittaa, etti mittasymmetria on voimassa, jos
derivaattaoperaattorit korvataan ns. minimikytkentdperiaatteen mukaan
seuraavasti

h . h S

SVUED — (FV e )
DO = (iho — geW (7.1)

ot ot

Tissd A ja ¢ ovat sihkomagneettisen kentidn vektori- ja skalaaripotentiaalit.
Mittasymmetria edellyttdd, ettd sdhkomagneettisen kentén kvantti, QED:n
mittabosoni fotoni, on massaton. Kahden mittamuunnoksen tulo on myGs
mittamuunnos ja mittamuunnokset toteuttavat muutkin ryhmaominaisuudet.

5. Rotaatio isospinavaruudessa
Analogisesti impulssimomentin kanssa systeemin invarianssia isospinavaruuden
kierrossa vastaa isospinin ja sen z-komponentin sdilyminen.
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Leptoniluvun, baryoniluvun ja outouden sailymislakeja ei voida esittda yhté
havainnollisesti symmetriaominaisuuksien avulla kuin yllaolevia.

6. Avaruusinversio P
Avaruusinversio- eli pariteettioperaattori P vaihtaa paikkamuuttujien merkit,

t.s.
PyY(7) = (7).
Esim.
Pr = -7
PF = -7
PL = Pixp=7xp=L.

Sanotaan, ettd 7 ja 7 ovat (polaarisia) vektoreita ja ettd L on aksiaalinen eli
pseudovektori.

Klassisen fysiikan lait ovat invariantteja avaruusinversion suhteen.

Hiukkasilla on oma sisdinen pariteettinsa £p = £1. Jos esim. hiukkasen spin S
(kdytetddn myos merkintdd J) on 0 ja £p on +1, sanotaan ettd hiukkanen on
skalaari; jos Ep = —1 sanotaan hiukkasen olevan pseudoskalaari. Spin-
pariteettikombinaatiota on tapana merkitd symbolilla J'; esim. 01,07.
Pariteetti sdilyy vahvoissa ja sihkomagneettisissa vuorovaikutuksissa.

7. Ajan kaanto 7

Klassisen fysiikan lait ovat tunnetusti invariantteja operaatioissa, joissa
vaihdetaan tapahtumien aikajirjestys painvastaiseksi, t.s. operaatiossa t — —t.
Kvanttimekaniikassa ajankdintoa vastaa operaattori 7, jolla on ominaisuus

8. Varauksen konjugointi C

Varauksen konjugointioperaatiossa C korvataan hiukkaset antihiukkasillaan
muuttamatta muita ominaisuuksia.

Vahvat ja sihkémagneettiset vuorovaikutukset ovat invariantteja C ja 7
operaatioissa.

Kaikki fysiikan lait ovat invariantteja yhdistetyssé CP7T operaatiossa.

10.5 Hiukkaskiihdyttimista

Hiukkaskiihdyttimia kaytetadn systeemin rakenteen selvittdmiseen.
Rakenneosasten ja niiden ominaisuuksien (vuorovaikutusten) avulla voidaan
ymméirtai itse systeemin ominaisuudet. Esim. atomi on koostunut ytimesta ja
elektroneista. Ytimen ja elektronin ominaisuuksien (massat, Coulombin
vuorovaikutus, elektronin spin, ...) perusteella voidaan selittad atomin
ominaisuudet (ionisaatioenergia, spektri, valenssi, . .. ).

Nykytietdmyksen mukaan materian rakenne noudattaa ketjua:
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molekyyli—atomi—ydin—nukleonit ja muut alkeishiukkaset—kvarkit—(?)....
Jos lopulta paastaisiin rakenneosasiin, joita alkeellisempia ei olisi olemassa ja
jos ndiden alkeellisimpien hiukkasten ominaisuudet pystyttdisiin padttelemaan
yleisistd periaatteista, ymméartdisimme pitkélle materian rakenteen.

Nykyisen kisityksen mukaan leptonit (e, et, u=, u*, v, ...) ovat
rakenteettomia. Muilla alkeishiukkasilla sitd vastoin alirakenneketju niyttas
jatkuvan. T&han liittyy n.s. bootstrap-idea: alkeishiukkaset muodostuvat
toisistaan ja ovat toistensa rakenneosia.

Hiukkasten siséistd rakennetta voidaan tutkia tormaysprosessien avulla. Koska
informaatiota etsitdan hyvin pieneltd alueelta, tiytyy tOrmaysenergian olla
suuri, silld erotuskyky on torméavin hiukkasen aallonpituuden
suuruusluokkaa. Aallonpituus puolestaan on

A=",
p

missd liitkemaarsd p voidaan laskea kineettisen energian T lausekkeesta

T = \/p%c2 + mic* — moc®.

Jos kaytettdva hiukkanen on protoni, saamme m.m. seuraavan taulukon

T | D | A
1MeV | = 40MeV/c | =~ 30fm
1GeV | = 1.7GeV/c | = 1fm

Nukleonien rakenteen tutkiminen vaatii siten vahintdan 1GeV:n energioita.
Kéaytettavissd on energialdhteet (Ey on laboratorio- ja E massakeskusenergia):

e kosminen siteily, By < 108GeV.

o kiihdyttimet, joissa hiukkassuihku ohjataan paikoillaan olevaan kohtioon,
Ey <200GeV.

e torméavit suihkut, £ < 2-500GeV. Rakenteilla olevassa CERNin
LHC-kiihdyttimessa E < 2 - 7TeV.

o tormidvit ete -suihkut, £ < 2-100GeV.

Vaikka kosmisessa siteilyssa esiintyykin erittdin korkeaenergisid hiukkasia, on
sen tutkimuskaytdsséd haittoja:

e liian pieni vuo, ~ 10hiukkasta/m?s energioissa Ey > 100Gev.
e ei voida valita tarkasti maardttyd torméysenergiaa.
Kiihdyttimid on kahta tyyppia:

e lineaarisia, joissa hiukkaset kulkevat suoraviivaista rataa.
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e syklisia, joissa hiukkaset palaavat takaisin lahtopisteeseensa
aloittaakseen uuden kierroksen.

Synkrotroni on syklinen kiihdytin, jossa protonit ohjataan magneettikenttien
avulla kulkemaan ympyrirataa. Tietyissa radan kohdissa annetaan joka
kierroksella sahkokentdn avulla pieni energialisays. Jotta protonit pysyisivat
ympyraradalla, on magneettikenttdd kasvatettava kiithdytyksen aikana. Esim.
n.s. CERN SPS kiihdytinrenkaan séde on r =~ 1.2km ja protonit kiertdvéit sen
keskim##rin 5 - 10° kertaa.

Ohjainmagneettien rakenteen teknologia sanelee kiihdyttimelld saavutettavan
maksimienergian. Rautasydinmagneeteilla suurin mahdollinen
magneettikenttd on By &~ 2T. Magneettikentdn nopeudella v liikkuvaan
e-varauksiseen hiukkaseen aiheuttama voima on Bew. r-siteistd ympyrarataa
likkuvaan hiukkaseen vaikuttaa keskipakoisvoima mwv?/r. Kiihdytyksen
loppuvaiheessa hiukkasilla on Iihes valon nopeus, t.s. v = ¢ ja E = mc?.
Jotta hiukkaset pysyisivéit radallaan, tdytyy olla

mv2

Bev = —,
T

eli )
mc

Bec= — =
r

<

Maksimienergia on siis

Enax = ecrBax.
Esim. CERN II:ssa on mahdollista kithdyttda protonit 720GeV:n energiaan.
Suprajohtavilla magneeteilla saadaan aikaan n. 5T magneettikenttis.
Vastaavasti CERN II:n renkaalla voidaan protonit kithdyttdd TeV:n
energioihin.

Kiihdytin | km | E(GeV) | Tyyppi | Vuosi
LEP1 27 55 et +e= | 1989
LEP2 27 95 et +e | 1996
LHC | 27 | 8000 p+p | 2004

Synkrotronien maksimienergiaa rajoittaa myos hiukkasten sateilyhavio, joka on

Ap — Siteilyhukka _ 4w e (BN
B kierros 3 r \ Ey

Q

E 4
6.0- 10~ 5 MeV 2 (—) ,
T Eo

missd Ey on hiukkasen lepoenergia. Jos esim. kiihdytetddn protoni energiaan
E =1TeV =~ 103Ey, on siteilyhivio 1km siteiselld radalla AE, ~ 6-10"5MeV.
Koska kiithdytin antaa protonille kertalukua 1MeV (CERN II 3.4MeV) olevan
energian joka kierroksella, ei siteilyhukalla ole protonien tapauksessa
merkitystd. Sitdvastoin elektronien tapauksessa pienestd massasta johtuen
sateilyhukka on merkittdva rajoitus maksimienergioille.
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10.6 Kvarkkimalli

Gell-Mann ja Zweig esittivdt hypoteesin, jonka mukaan hadronit eli vahvasti
vuorovaikuttavat hiukkaset ovat n.s. kvarkkien ja antikvarkkien yhdistelmia.

Kolmen kvarkin malli
Alkuperiisen kvarkkihypoteesin mukaan erilaisia kvarkkeja on kolme (+néiden
antikvarkit): u (=up), d (=down) ja s (=strange). Ndiden kvanttiluvut ovat

| kvarkki | B | S | g¢/e |
u | 1/3[0] 2/3
d [1/3|0]-1/3
s |1/3]-1|-1/3

Kaikki kvarkit ja antikvarkit ovat spin 1/2-hiukkasia eli fermioneja.

Mesonit kvarkkijarjestelmind

Mesonien baryoniluku B on nolla ja varaukset kokonaislukuja. Mesonissa on
siis oltava sama méaard kvarkkeja ja antikvarkkeja, t.s. mesoni on jokin
kombinaatio qq, ¢Gqq, qGqqqq, ..., missa ¢ on mika tahansa kvarkki.
Mahdolliset kahden kvarkin (¢g) kombinaatiot ovat

varaus outous |
wa du su |0 -1 -1{0 0O -1
ud dd sd|1 0 0[O0 0 -1
s ds ss|1 0 O0]1 1 O

Huom. Varauksen ja outouden yhdistdmislakina on tavanomainen yhteenlasku.
Pseudoskalaarit mesonit, t.s. mesonit, joiden spin J on 0 ja pariteetti {p on -1
(JP = 07), ovat kombinaatioita

= (da), ™= %(uﬁ—dcf), o = (ud)
K- = (su), K°=(sd), K* = (d3), K* = (u5)

n = %(uﬂ +dd —2s3), n' = %(uﬁ + dd + s3).
Symmetria, jota kolmen kvarkin malli noudattaa on n.s. SU(3)-symmetria.
Taméan symmetriaryhman mukaisesti hiukkaset voidaan ryhmittaa
singleteiksi(1), okteteiksi(8) ja dekupleteiksi(10). Kukin multipletti on
invariantti ryhmé&n operaatioissa, t.s. jos jonkin multipletin hiukkaseen
sovelletaan jotakin SU(3)-operaatiota, muunnettu hiukkanen kuuluu edelleen
samaan multiplettiin.

Pseudoskalaarit mesonit ryhmittyvét yhdeksi singletiksi ja yhdeksi oktetiksi.
SU (3)-kielelld tama ilmaistaan kuten

33=8a1.
Tami tarkoittaa, ettd kvarkin (3 mahdollisuutta) ja antikvarkin (3

mahdollisuutta) kombinaatiot muodostavat 8 hiukkasen SU(3)-operaatioissa
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invariantin joukon ja lisdksi yhden hiukkasen, joka ei muutu miksikdan k.o.
operaatioissa.

Graafisesti on tapana esittdd SU(3)-mesonimultipletit I,S-tasossa.
Pseudoskalaari- (J£ = 07) ja vektori- (J£ = 17) mesoneille saadaan esitykset

=0 oo S o
s
mual s} o
-1 11, Iy
oH | P
= o0 S i~ ]
S
0o 5} 0
-1 O I I, Iz
ot o”
Kaikki muut havaitut mesonit (joille ¢ = --- = 0), voidaan tulkita ndiden 9 + 9

kvarkkijirjestelmien viritystiloiksi. Viritystiloissa kvarkkien suhteellinen liike
kasvattaa m.m. impulssimomenttia.

Baryonit kvarkkijarjestelmind

Baryonit (antibaryonit) voidaan esittaa kolmen kvarkin (antikvarkin)
yhdistelmind. N&ama ryhmittyvat SU(3)-multipleteiksi seuraavasti:

33®3=100808c¢ 1.

Baryonimultipletit on tapana esittdd joko I, Q- tai I,Y-tasossa, esim.
JP =1/27-oktetti ja JE = 3/2% dekupletti:

e 4o
duu uuu
EPD
sdul su I,
ssu
[FD
JP 1 3
2 2
sss DD
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Gell-Mann ennusti (1962) Q~-hiukkasen ominaisuudet sekd synty- ja
hajoamisprosessit ennen kokeellista 10yt6d, kun dekupletin muut jasenet jo
tunnettiin kokeellisesti.

U-hiukkaset ja lumo

Vuonna 1974 havaittiin p+p—et+e™ + ... jaet+e~ — pt + pu~ sironnoissa
poikkeuksellisen korkeat piikit 3.095GeV:n ja 3.7GeV:n energioilla. Piikit
olivat niin kapeita, ettd niitd vastaavia tiloja voidaan pitdd hiukkasina

(AE At > h). Nididen U-hiukkasiksi (tai joskus J-hiukkasiksi) kutsuttujen
hiukkasten ominaisuuksien selittimiseen ei kolmen kvarkin malli riittdnyt.
Otettiin kdytt6on uusi kvanttiluku lumo C ja sitd vastaava neljas kvarkki ¢
(=charm). Kvarkkitaulukko on tdydennettynd

| kvarkki | B | § | g/e | C
w | 1/3]02/3]0
d |1/3]0]-1/3]0
s |1/3|-1]-1/3]0
c 1310231

Kvarkkijirjestelmakaaviot esitetddn nyt kolmiulotteisessa I,Y C-avaruudessa.
Keveimmait lumomesonit ovat D-mesoneja, joiden kvarkkirakenne on

D% = (ed), D° = (cw), D} = (c5), D% = (c5) ja niiden antihiukkaset, kun taas
kevein lumobaryoni on A, = (udc).

Kauneus ja totuus

Edellisten kvarkkien lisdksi on vield 16ydetty kaksi muuta kvarkkia. Vuonna
1977 Fermilabin kokeissa havaittiin viides kvarkki, b (=bottom /beauty,
pohja/kauneus) ja pitkdn etsinnén seurauksena vuonna 1995 16ydettiin
viimeinen kvarkki, ¢ (=truth/top, totuus/huippu). t-kvarkista ja sen
antikvarkista koostuva mesoni on itseasiassa niin lyhytikéinen, ettei sitd voida
suoraan havaita vaan sen olemassaolo on paitelty sen hajoamistuotteista.
Taydennetty ja lopullinen kvarkkitaulukko on titen seuraavanlainen:

kvarkki | B | q/e | ~M(GeV/c?) | S| C | B|T
w | 1/3]2/3 0,005 0[0]0]0
d |1/3|-1/3 0,01 olo|olo
¢ |1/3] 2/3 1,5 ol1|0]o0
s | 1/3]-1/3 0,2 1/o0]o0]o
t |13 2/3 170 ololo]|1
b | 1/3]|-1/3 4,7 olol1]o

Resonanssit

Suurin osa hiukkasista on hyvin lyhytikiisié (7 ~ 10723s) vahvojen
vuorovaikutusten kautta hajoavia resonansseja. Esimerkiksi pionilla on
lukuisia viritystiloja. Pionin kokonaisisospin J on nolla ja pariteetti
negatiivinen J” = 0~. Pionin resonanssihiukkasia ovat esim. p,ag,b, a1, a,
jotka vastaavat arvoja JP =1-,0%,1% 1% ja 2% vastaavasti. My6s kaonilla,
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nukleoneilla ja hyperoneilla on suuri maara resonansseja. Hadronien
resonanssit ovat lilan lyhytikéisia suoraan havaittavaksi ja ne paatellaankin
invariantin massan W jakaumasta.

Tarkastellaan esimerkkin hajontaa

4+ p—->X+n—-at +717 +n.
Hajoavan hiukkasen X° invariantin massan nelié on
W? = (B4 + E-)* = (p+ +p-)°¢?,

missd alaviitteet + ja - viittavaat positiivisesti ja negatiivisesti varattuun
pioniin. Resonanssit ndkyvét piikkeind invariantin massan W jakaumassa.
Piikkien leveys I' = 1/7 on 100 MeV:n suuruusluokkaa, kuten Heisenbergin
epatarkkuusrelaatiosta voidaan paatella.

Vérivuorovaikutus

Kvarkkimalli ei ole télldisenddn tyydyttdva. Esimerkiksi 0~ koostuu kolmesta
s-kvarkista, joiden spinit ovat yhdensuuntaiset. Paulin kieltosdannon tulisi
estdd kolmen identtisen kvarkin tila. Ratkaisun ongelmaan tuo jo v. 1964
esitetty lisakvanttiluku, vari. Jokainen kvarkkilaji voi esiintyd kolmessa eri
véritilassa, punaisena, sinisend ja keltaisena. Kolmesta padvaristd ja niiden
komplementtivareistd saadaan variton lopputulos sekoittamalla — perusvaria ja
sen komplementtivérid, — kolmea perusvéirid, — kolmea komplementtivaria.
Kaikki hadronit ovat vérineutraaleja ja mainitut varittomét sekoitukset
vastaavat mesonia, baryonia ja antibaryonia. Varisymmetriaryhm& on SU(3).
Vérivaraus toimii vahvan vuorovaikutuksen ldhteen4.

Vahvan vuorovaikutuksen matemaattinen teoria on kvanttivaridynamiikka
(engl. lyhenne QCD). QCD on mittakenttiteoria, jonka mittabosoni on
fotonin tavoin massaton gluoni. Vilittdessddn vuorovaikutusta kahden kvarkin
vélilld gluoni vaihtaa ndiden kvarkkien virejé, joten gluonin on oltava
“kaksivarinen“. Padvareista ja niiden komplementtivireistd voidaan
muodostaa seuraavat yhdistelmét: punpum, punsin, punkel, sinpum, sinsin,
sinkel, kelpum, kelsin, kelkel. Kolmesta virittoméisti tilasta punpum, sinsin ja
kelkel voidaan muodostaa kaksi vérillisté ja yksi viiriton lineaarikombinaatio,
joten vuorovaikutuksen vélittdmiseen sopivia gluoneja on kahdeksaa lajia.
Virivarauksesta johtuen gluonit vuorovaikuttavat myds keskendan, minka
seurauksena ovat asymptoottinen vapaus ja virivankeus.

1. Asymptoottinen vapaus

Virivoima heikkenee kvarkkien vilisen etdisyyden pienetessd alle fermin
etdisyyksilld. Hyvin pienilld (< 0,2 fm) etdisyyksilli hiirioteorian alimman
kertaluvun termit dominoivat.

2. Varivankeus

Vérivuorovaikutus sitoo kvarkit ja gluonit vangituiksi tiloiksi, joilla ei ole
vérivarausta. Varivuorovaikutuksen sitomia tiloja ovat hadronit ja ytimet.
Kvarkki tai gluoni ei voi esiintyd yksindan vapaana. Kun esimerkiksi mesonin
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kvarkkia ja antikvarkkia pyritdan loitontamaan toisistaan, varivoimakentan
energia kasvaa ja kenttd materialisoituu uudeksi kvarkki-antikvarkkipariksi.
Talloin mesoni hajoaa kahdeksi mesoniksi.

Hadronien vélinen ydinvoima on virivoimien jaannosefekti. Lahelld hadronia
sen ldhimmaéan kvarkin tai gluonin virivoima dominoi, vaikka keskim&arin
varivoimat neutralisoivatkin toisensa. Nididen pienten ylim&ardvoimien
vaikutuksesta nukleonit sitoutuvat ytimiksi.

Kvarkki-gluoni-plasma

Eras kvanttivaridynamiikan kiinnostava ennuste on, ettd vahvasti
vuorovaikuttava ydinaine muodostaa hyvin korkeissa lampdétiloissa
kvarkki-gluoni-plasmaa. Riittdvit dariolosuhteet toivotaan saatavan aikaan
raskaiden ytimien suurenergiatorméayksissd. Torméayksessd aineen tiheys ja
lampotila kasvavat ja uusi aineen olomuoto voi hetkellisesti syntya.
Mahdollinen kvarkkiaine laajenee ja viilenee nopeasti, jolloin kvarkit ja gluonit
kahliutuvat takaisin hadroneiksi. CERNin ja Brookhavenin laboratorioissa on
kdynnissd koeohjelmat kvarkkiaineen tutkimiseksi. CERN:std ilmoitettiin
vuoden 2000 keviilli, ettd torméyskokeissa olisi tdmé aineen uusi olomuoto
l6ydetty.

10.7 Vuorovaikutusten yhtenaistaminen

Sdahkomagneettisilla ja heikoilla vuorovaikutuksilla on yhteisié piirteita.
Esimerkiksi molempien vuorovaikutusten valittdjind toimivat spin-1 bosonit.
Fotonin tavoin heikkojen vuorovaikutusten kvantit W* ja Z° esiintyvit myos
reaalisina hiukkasina. Véilibosonit syntyvat esim. protoni-antiprotoni
torméyksessi kvarkista ja antikvarkista, u +d — Wt, d+ua— W,

g+ 7 — Z° Neutraali Z%hiukkanen voi syntyd myos elektroni-positroni
annihilaatiossa et + e~ — Z°. Vilibosonit hajoavat leptoniksi ja
antileptoniksi, W~ — e + 7, Z° — et + e~ tai vastaaviin p- tai 7- kanaviin.
Leptonin energia on puolet vilibosonin energiasta, joten vélibosoni on helppo
tunnistaa.

1960-luvulla S.Glashow, W.Weinberg ja A.Salam kehittivat
sdhkomagneettisten ja heikkojen vuorovaikutusten yhtendisteorian,
sdhkoheikkoteorian. Sihkdheikkoteorian avulla ennustettiin Z%:n vilittimat
heikot neutraalivirrat kymmenisen vuotta ennen niiden kokeellista
havaitsemista.

Sdhkoheikkoteorian mittasymmetria on rikottu, mik4 ilmenee vélibosonien
W= ja Z° massoina seki sihkémagneettisen ja heikon voiman erilaisuuksina.
Valon liikkuminen véliaineessa valon tyhjionopeutta pienemmélla nopeudella
aiheutuu fotonin vuorovaikutuksesta aineen elektronien kanssa. Tamé voidaan
tulkita siten, ettd fotonille syntyy véliaineessa tehollinen lepomassa.
Sihkoheikkoteoriassa W= ja Z9 oletetaan alunperin massattomiksi.
Vakuumissa oletetaan olevan skalaarikentén, joka hidastaa véalibosonien kulkua
ja aikaansaa niille massan. Kyseessd on Higgsin kenttd. Koska Higgsin kentta
oletetaan sdhkoisesti neutraaliksi, se ei hidasta fotonin kulkua ja jattdd sen
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lepomassattomaksi. Higgsin kenttéd aikaansaa myos kvarkkien ja muiden
leptonien kuin neutriinojen massat. Kyseessa on spontaani symmetrian rikko.
My6s vahvan vuorovaikutuksen taustalla on mittasymmetria. Kaikilla kolmella
hiukkasvuorovaikutuksella on yhteisis ominaisuuksia. Voimia véalittdvat spin-1
kvantit (fotoni, W=, Z°, 8 gluonia) ja voimien suuruudet ovat verrannolliset
vuorovaikuttavien fermionien varaukseen. Onkin pyritty aikaansaamaan suuri
yhtendisteoria, jonka mukaan kaikki vuorovaikutukset olisivat saman voiman
ilmenemismuotoja.

Sahkomagneettisen vuorovaikutuksen voimakkuutta kuvaa hienorakennevakio
a. Vastaavasti heikon ja vahvan vuorovaikutuksen hienorakeenvakiot ovat a.,
ja as. Varauksen varjostusilmiostéd johtuen kytkentavakiot riippuvat
vuorovaikutusenergiasta. Kytkentavakioiden arvot tunnetaan mittausten
perusteella 100 GeV:n energiaan asti. Energialla 100 GeV
hienorakennevakioiden arvot ovat a ~ 1/129, a,, ~ 1/27, a5 ~ 1/10.
Hienorakennevakiot o, ja as pienenevit ja o kasvaa vuorovaikutusenergian
funktiona. 100 GeV:n energiassa mitattujen arvojen ja kenttiteoreettisten
laskujen perusteella perusteella kaikki kolme vuorovaikutusta tulevat yhta
voimakkaiksi, kun E = Egyr ~ 10'% GeV.

Yhdistymisenergiaa suuremmissa energioissa on vain yksi voima. Kun
vuorovaikutusenergia pienenee, tapahtuu energiaskaalassa Egyr spontaani
symmetrian rikko. Erds suuren yhtendisteorian ennuste on protonin hajonta.
Toistaiseksi ei protonin hajontaa ole havaittu ja mittausten perusteella
protonin elinajan tiedetdfin olevan suurempi kuin 103! vuotta.
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