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1. Aberraatio suhteellisuusteoriassa a) Tulkoon valo kuten tehtévin kuvassa (z,y)-tason x,y > 0
neljanneksesté.:
U = Uy + UyY = —ccosO & —csinf g. (1)

Lorenz muunnos nopeuksille antaa nopeuden u' = u;, & + u; g koordinaatistossa K':
272
o o Mz u,:uy«/l—v/c
Tl —wug/c?’ Y 1 —wvug/c?

Sijoitetaan u, ja u, kaavasta (1):

, —ccosf — v

U = T N (2a)
, —csinf /1 —v2/c?

W = (2b)
Y 1—wvu,/c?

Toisaalta, u’ voidaan esittdd kulman 6’ avulla (vertaa kaava (1)):

’ / r Y
ul, = —ccost’, u, = —csinf'. (3)

Kaavoista (2) ja (3) saadaan kulman 6’ tangentti:

g~ S0 @ wy @ esing 102/

cost  ul ccos +v

b) Luentomonisteen alussa annettiin kaava aberraation vaatimalle korjauskulmalle «:

v
o= -
c
Yksinkertaisuuden vuoksi oli oletettu, ettd tarkasteltava tdhti on suoraan ratatason yldpuolella, eli

6 = 90°. Maan rataliikkeen nopeus on pieni verrattuna valon nopeuteen, v/c < 1, joten voimme
arvioida y/1 — v2/c? &~ 1. Aberraation kaavasta (4) saadaan néillé arvoilla:

tan 6 ~ .
v
Koska nopeus v oli suhteellisen pieni, on my6s kulma 6’ 1ihelld 6:a. Merkitédn 0 = 90° 4 7, missd n on
pieni, jolloin tangentiksi saadaan

tond — sin(90° +mn) _ cosp 1
cos(90° +1n)  —sinp n

Edelld kéytettiin tietoa cosx =~ 1, sinx ~ x kun x pieni. Ratkaistaan lopulta korjaus n:

v

1
tanf ~ —= = = a:|n|zc

v

C
v

Korjauksen suuruus on siis & = |n| = v/¢, niin kuin pitikin.

2. Vakiovoima (i) Nopeus ajan funktiona. Lihdetdén luentojen kaavasta
mu
— = ft
V1—u?/c?
Vektorit u ja f ovat samaan suuntaan, joten merkitddin u = uz, f = fx. Saadaan

mu m2u2

ierr i A v i

1—u?/c?



= m2u2 — (1 _ UQ/CQ)f2t2 _ f2t2 _ f2t2u2/02 = m2u2 4 f2t2u2/62 — f2t2
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Eli saatiin haluttu kaava.

(ii) Hiukkasen paikka. Jotta nopeudesta saadaan paikka, tulee sitéd integroida ajassa:

! / r ! 1 ’
2(t) = /0 (') dt’ = /O e

Téssa riittad kayttda integroinnin perusmenetelmia. Erityisesti, sovelletaan kaavaa

Kun h(t) = 2, tésti tulee
JEGREZEG! (5)
T&mé on hyvin yleinen tapa integroida monimutkaisempia lausekkeita. Yritetdan 16ytdd integrandista

helposti integroitava funktio ¢’, jota kertoo ¢’:n argumentin derivaatta.
p g

Huomaa nyt, etté

t 2t

WO TEreE 2 ey )
missé / . )
g'(s) = 5—(mc/f)2 +S.

Esittdmélla v muodossa u = 2tg’(t?), on sen integraali samaa tyyppié kuin (5). Liséiksi ¢(s) on helppo
integroida s:n suhteen:

! _ef___ 1 s=cy(mc/f)2+s
96 = [ 46 a5 = § [ e o = e Gl

Palataan u:n integraaliin:

! ¢ me? 2
z(t) = /0 2 g/ (#'%) At = ‘Og(t’Q) = c/(me/f)2 + 12 —c\/(me/f)? = N 1+ <ft> -1

Tamaé oli tulos, jota haluttiinkin.

(iii) Kun ¢ on pieni, eli tdssd kun ft/mec < 1, voidaan ylla olevan lausekkeen nelisjuuritermis arvioida
sen Taylorin sarjan ensimmaéisilld termeilld. Kaavalla v/1 + ¢ = 1 + £/2 saadaan x:std seuraavaa:

me? [ 2 1 _me fr S
f 2m2c2 f 2m2¢2 2m’

Tédméa noudattaa Newtonin teoriaa. Massa kertaa kiihtyvyys on nyt

x(t) ~

A2z a2 f?
mell) =mE = MyEyy = ¢ ma=t

eli tdmén z:n antama kiithtyvyys noudattaa Newtonin lakeja.



3. Nopeus relativistisesti

Merkitddn reaktiossa vapautuvaa energiaa AFE = 782KeV. Koska massa ja energia ovat ekvivalentteja,
kannattaa elektronin massa ilmoitaa energiana ja yksikkd on valittu sopivasti jatkoa ajatellen Fy =
mc? ~ 511 KeV.

Léhdetédan liikkeelle kokonaisenergian lausekkeestas:

E
E= 22—
Ji-s

Tehtdvén annon nojalla yhtélén vasenpuoli voidaan kirjoittaa muotoon E = FEy + AFE. Niin ollen
saadaan yhtilo, josta voidaan ratkaista nopeus.

E
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Sijoittamalla tehtévin alussa esitetyt arvot saatuun nopeuden lausekkeeseen saadaan v = 0.92c.

4. Liikemassan mittaus

(a) Johdetaan ensiksi liikeyhtils. Liahdetééin liikkeelle yleisestd liikeyht#losté:

d
d—i’ —f.
Tamé Newtonin toinen laki pétee tdssd muodossa suppeassa suhteellisuusteoriassa. Nyt
dp d d du
pri &(mrelu) = &(’ymu) =My = M@
eli saadaan tutun nékoinen liikeyht&lo
Mmraa = f.

Tamé ei aina pade tdssd muodossa, silld tekija v sisédltdd riippuvuuden nopeudesta, tarkemmin
sen neliostd u?, ja sen takia sitd ei yleisesti saa vieds ulos aikaderivoinnista. Nyt kumminkin
ympyraradalla pitee u? = vakio, jolloin tekiji + on myds vakio ajan suhteen, ja se saadan ulos
derivoinnista. Huomattavaa on myds, ettd nopeus u ei kumminkaan ole vakio, silld sen suunta vaih-
telee ajassa (nopeuden suurus |u| on vakio) ja siksi se pitdd derivoida, jolloin saadaan kiihtyvyys
a. Keskeiskiihtyvyyden antaa siis Lorentz-voima f = quB, eli tasapainossa

Relativistisessd tapauksessa massa on todella kappaleen liikemassa mye = mya(u) = y(u)m =
m/+/1 —u?/c2. Magneettikenttd on helppo ratkaista ylldolevasta lausekkeesta:

Blv) = Myer(u)u _ ~y(uw)ymu _m u

qr qr qr\/1T—u2/c?
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Kuva 1: Magneettikentéin riippuvuus nopeudesta. Téssd B = B(u) hahmoteltu kisin.

Kéyrdin B = B(u) voisi helposti piirtdé esimerkiksi laskimella, mutta yritetéiin hahmotella kuvaaja
ilman apuviilineitd. Pienilld u neligjuurilauseke nimittéjidssid on noin 1, ja siten B(u) on suora
lahelld origoa. Kun v kasvaa, 1/1 — u2?/c? pienenee ja B(u) alkaa kasvaa yhd nopeammin. Kun
u — ¢, nimittéja ldhenee nollaa, ja siten B(u) — oo. Témé riippuvuussuhde on piirretty kuvaan 1.
Jos olisi kédytetty Newtonin mekaniikkaa, relativistisen liikemassan my olisi korvannut lepomassa
m. Siten 7 tekiji B:n lausekkeessa olisi yksi:

mu

BNewton (U) = qT .

Protonin kokonaisenergia F on

ch

E= \/17u2/c2' ©

Kokonaisenergialla ja kineettiselld energialla ei tésséd ole kdytdnnon eroa, koska 7 TeV on paljon
enemmin kuin lepoenergia Fy = mc? = 939 MeV. Ratkaistaan siis nopeus E:n lausekkeesta
E(u) = 7(u)Ep:

B2 — 12 12/ = o
= To w2 = u/ct = =

Sijoitetaan E = 7 x 10° MeV ja Ey = 939 MeV:

u 939\’
— =43/l = | — ~ 0. 1.
: (-2 ) = oomoomoon.

Poikkeamaa valon nopeudesta voi myos arvioida kidyttamalla Taylorin sarjaa:

| B2
2 E?’

u
— ~ 1
c

eli nopeus jii E2 /2E? ~ 0.899 x 1078 kertaa c:n verran valon nopeudesta — vain joitain metreji
sekunnissa, siis!

Verrattuna Newtonin teoriaan, tarvitaan B(u)/BNewton(u) kertaa suurempi B-kentté:

B(u) 1

BNewton(u) \/ 1-— u2/02 N

¥(w).



Tekijd v saadaan helposti kaavasta (6):

_£_7X106~
T E, 939

v

Eli kentén tulee olla noin 7450 kertaa voimakkaampi.

5. Energian ja massan ekvivalenssi Elektronivoltti jouleina 1 eV = 1.602 x 10719 J.

(a) Lasketaan massa energian ja massan ekvivalenssista £ = mc?. Téssd E = R, joten

Rp  13.6eV
m="2 =208 & 24 x107% kg,

C C

Vaihtoehtoisesti, voidaan verrata tédtd massaa esimerkiksi elektronin lepomassaan, m. =
511 keV /c?:
m _ 13.6eV/c?
me 511 keV/c?

Eli energia on miljoonasosia elektronin lepomassasta. Elektroni jo itsessdéan on liki havidvin kevyt
protonin rinnalla.

~ 27 x 1075,

(b) Kkirjoitetaan tapauksia 1 (sidottu tila) ja 2 (ionisoitu tila) vastaavat energiat
Ega = mpc® + mec®> + T, + U (1)
Eion = 777/;1762 + meCQa (8)
missd T, on elektronin kineettinen energia ja U potentiaalienergia. Kun lisdksi tiedetdédn ettd

T. = Rg ja Esq = Eion — RE, saadaan néistd U = —2Rgp = —27.2 eV.

(c) Kirjoitetaan mec? = meoc? + U,, missii meo on jokin elektronin sisiiinen massa ja U, elektronin
sahkokentésta tuleva osuus sen lepoenergiasta. Tekemélld vastaavasti protonille, voidaan #skeiset
yhtalot nyt kirjoittaa

Esid - mp002 + meOC2 + Te + Usid (9)
FEion = mpoc® + meoc® + Uy, + U,. (10)

Samoin kun edelld voidaan nyt péételld etté
Usjd — Up — Ue = *QRE = —-27.2¢V. (11)
Tamé tulkitaan niin ettd kenttdén liittynyt massa on sidotussa tapauksessa 1 pienempi kuin ioni-

soidussa tapauksessa 2 miirilli 27.2 eV /c? = 4.8x1073° kg. Kummassakaan tapauksessa kenttéin
sitoutunut massa ei ole negatiivinen.



