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1. Koordinaatiston muunnosmatriisi

(a)

Tarkastellaan, mitd annettu muunnos
2’ = xcos ¢+ ysin g, (1a)
Yy = —xsing + ycos e, (1b)
tekee mielivaltaiselle pisteelle P = (z, y). Esitetéfin tdmé kulman « ja etiisyyden origosta r avulla,
r=rcosa, Y=rsino.
Muunnos antaa z’-koordinaatille

2’ = rcosacos ¢+ rsinasin¢ = r (cos acos ¢ + sin asin @)

= rcos(a — ¢),

ja y-koordinaatille

Yy = —rcosasing + rsinacos ¢ = r (— cos asin ¢ + sin o cos ¢)

= rsin(a — ¢).

Eli uudessa koordinaatistossa piste P’ = (a/,y’) on yh& r:n pédssd origosta, mutta kulma x'-
akselista on nyt o — ¢. Uusi koordinaatisto on siten saatu kiertdméalld vanhaa ¢:n verran vas-
tapaivadn.

Muunnosmatriisi on siis se matriisi, jolla kertomalla saadaan (z,y):std (2/,y’). Matriisi 16ytyy
kaavasta (1), kun matriisin (vaaka)riveille poimitaan x:n ja y:n kertoimet:

'\ cos¢ sing T
()-8 28) (3) @

R = (50 0. 3)

—sing cos¢

eli muunnosmatriisi R(¢) on

Muunnosmatriisi todellakin kuvaa rotaatiota, silld Det[R(¢)] = 1.



(b) Kirjoitetaan yhtils matriisimuotoon ihan samoin kuin edelli, paitsi ettd kullekin matriisin riville
haetaan ct, z, y, ja z:n kertoimet, ja muistetaan yhtdlot ct:lle ja z:lle. Kaikki yhdessa:

ct’ = ct,
2’ = xcos ¢+ ysin ¢,
y = —xsin¢ + ycos @,

Z =z
Selvyyden vuoksi téytetdan puuttuvat kertoimet:

ct'=1-ct+0-24+0-y+0-2,
' =0-ct+cos¢p-z+sing-y+0-z,
y=0-ct—sing-x+cos¢-y+0-y,
2 =0-ct+0-24+0-y+1-=z

Poimitaan nyt kerroinmatriisi ylldolevista yht&loisté:

ct 1 0 0 0 ct
| 0 cos¢ sing O T
y | 0 —sing cos¢ 0 y
2! 0 0 0 1 z

(¢) Lorentz-muunnoksen muoto y-suuntaisen liitkkeen tapauksessa on melko helppo arvata, kun muis-
taa muunnoksen z-suuntaiselle liikkeelle: koordinaatit x ja y vain vaihtavat rooleja. Eli, Lorentz
muunnos on nyt

/ x’
"=y —vt),
=4

)

’Y(t - vy/CQ),

T
Y
z
t

/

missd vy = 1/4/1 —v?/c2. Jilleen, lisidtddn tidssd puuttuvat kertoimet, jotta varmasti tulee selviksi
miten muunnosmatriisi muodostetaan. Liséksi kirjoitetaan yhtélot ct:lle ¢:n sijaan:

' =v-ct+0-2—vyv/c-y+0-z,
2 =0-ct+1-24+0-y+0-z,
/

Yy =—yw/c-ct+0-z+vy-y+0-2z
Z=0-ct+0-2+0-y+1-2.

Eli matriisimuodossas:

ct/ ¥ 0 —yv/e 0O ct
| 0 1 0 0 x
y | | —w/e 0 v 0 Y
z' 0 0 0 1 z

Nelivektorimuodossa tdmé voidaan ilmaista seuraavasti
N\ v
()" = A=t

missid A}, on Lorentz-muunnosta vastaava tensori (esimerkiksi ylli méaéritetty matriisi).



2. As?

(a)

tulkinta

Oletetaan siis, ettd As? = c2At? — Az? > 0 koorinaatistossa K. Siirrytiin koordinaatistoon K’,
jossa oletetaan olevan voimassa Az’ = 0. Nyt Lorentz-muunnoksen nojalla pétee

Az — vAt
1=/

Talloin saadaan koordinaastistojen viiliseksi suhteelliseksi nopeudeksi, ettd Az — vAt = 0 eli
v = Axz/At. Vield tidytyy tarkistaa, etti

Az =

Az
v = E < C,
mutta timé seuraa ehdosta As? = c2At? — Ax? > 0, josta saadaan arvio |Az| < c|At|.
Tapahtumien aikaeroksi voidaan laskea d7 = At Lorentz-muunoksesta tai kdyttdmélla suureen
As? invarianttisuutta ja laskemalla koordinaatistossa K’

As? = PA? — Ax'? = PAY? = AA2.

Nyt As? < 0. Etenemiilli samaan tapaan kuin edelli eli valitaan koordinaatistoksi K’ siten, etti

At = 0. Lorenz-muunoksen
At — (v/c?) Az

V1 —02/c?
jolloin saadaan koordinaatistojen viliseksi suhteelliseksi nopeudeksi
At
= —c
Az

Vaatimus As? < 0 antaa, ettd |Ax| > ¢|At|. Nin ollen |v| < ¢. Toisin sanoen, kun As? < 0, on
olemassa koordinaatisto, jossa tapahtumat ovat samanaikaisia. Liséksi

As? = PA? — Ax'? = Az'?

At =

v

eli v/—As?2 voidaan tulkita tapahtumien paikkoeroksi edelld valitussa koordinaatistossa K'.

3. Kaksosparadoksi karusellissa

(a)

Karusellissa matkustavan maailmanviiva on spiraali. Ajan edetessi karuselli kiertdd 10 m séteisté
kehéa.




(b) Olkoon T = 5 s aika, jossa karuselli tekee yhden kierroksen. Karusellin vieressd (nopeus u = 0)
kulunut itseisaika on tietenkin

T w2 T
AT:/ \/17—2dt:/ vV1—-0dt="T.
0 c 0

Karusellissa, u = 27 - 10 m/5 s ~ 12.6 m/s,
T w2
AT':/ l—— dt =Ty/1—u?/c.
O C

Neligjuurilauseke todella 1dhelld

AT — AT = (1 — /1 —u2/A)T ykkostd. Arvioidaan sitd Taylorin

sarjan ensimmaisilla termeill4.
1u? u?
~|I1l-|1-=-=||T=—T
- (1-5%)] 75

~ 4.39-10"1%s.

Niiden ero on siten

(¢) Karusellin kyydissd olevan mielestd vieressd seisovan aika vaikuttaa kuluvan hitaammin, joten
voisi ajatella, ettd ominaisajat ovat yhtd suuret. Karusellissa liike on kuitenkin kiihtyvaa, minka
vuoksi tilanne ei ole symmetrinen.

4. Ominaisaika kiihtyvissi liikkeessi Kuvaan on piirretty r(¢), seké siitd saatu nopeus u, ja ominai-

sajan laskemisessa tarvittava /1 — u2/c2.

i

-C C

Olkoon T matkaan kiytetty aika. Hetkelld ¢ = T on matkaaja takaisin kotona, eli r(T') = r(0) = 0.
R 2cT
r(T) = 3 (1 — cos ;) =0,
eli cos2¢T/R = 1, miké toteutuu toisen kerran, kun 2¢T/R = 27. Matka-ajaksi saadaan siis
i
ot

At=T =



Nopeus saadaan derivoimalla ¢:n suhteen,
d 2 2ct 2ct
u(t) = ditﬂ(t) = *g(*l)ﬁc Sin% = csin% .

Koska sinin maksimi on 1, on maksiminopeus c .

Ominaisaika on nyt

to 2 T 1 2ct
T=T2 —T1 = 1—ufdt: 1_762Sin2 c dt
2 2
A 3 g ; c R

= y/cos?2ct/R

= |cos 2ct/R)|

On helpompi hahmottaa intergraali
dt kun vaihdetaan integrointimuuttu-

jaksi s = 2ct/R. Ylemmaiksi inter-

gorintirajaksi tulee 2¢T'/R = 2.

2ct
CcoS —

/OT

R [?7 Alla olevasta kuvasta selvidi, etté
— / cos s| ds
2c 0

integraali on sama kuin 4 kertaa in-
tegraali nollasta 7/2:teen.

2 . . . .
. % ™/ Itseisarvomerkit voidaan poistaa

c Jo |cos 5| ds koska integrointivélilla cos s > 0.
2R 7\'/2
= —/ cos s ds
¢ Jo
2R w/2
== / sins
0
2R
= —

COSS, |cOS S|
1

|

Siis tuloksena saadaan, ettd matkaajalle A7 = 8 a ja Maassa At = 47 a. Suhteellisuusteorian 1
laskareiden tehtédvén vakionopeudella v = (3/4)c vastaavat arvot olivat matkaajalle AT = 6 a ja Maassa
At = 10 a. Siis matkaaja vanhenee hitaamin.



