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1. Nelinopeus ympyriliikkeessd On siis annettu kappaleen paikkaa kuvaava nelivektori X = x*:
at = (ct,rcoswt, rsinwt,0) = (ct, x(t)).

Nelinopeus U = u# on méaéritelty kaavalla

uh dzt
dr’
missd 7 on z:n mukana liikkkuvan koordinaatiston ominaisaika. Koska dr = /1 — u?/c2d¢, on
_dt dz* 1 dxt

W=——=———"
dr dt ,/1—u2/02 dt

Téasséd u ympyrirataa kulkevan kappaleen nopeus, eli u = rw. Varmemmaksi vakuudeksi lasketaan tdmé

myo6s kappaleen paikan X avaruusosasta «:

wo e _d
oAt de

= u=lul= Vr2w? sin? wt + r2w? cos? wt = rw.

(rcoswt, rsinwt,0) = (—rwsin wt, rw coswt, 0)

Nelinopeus on siis
1 d
UH & (Ct, CIZ)

/1 —r2w?/c?
1

= —— (¢, —rwsinwt, rw cos wt, 0).

V1—=r2w?/c?

Nelikiihtyvyys A = a* saadaan vastaavasti nelinopeuden ominaisaika derivaattana:

du* 1 d 1
at=—=——""— | ——(¢, —rwsinwt, rw cos wt, 0
dr /1 —wu2/c2dt 1—u2/c2( )
1 2

(0, —rw? cos wt, —rw? sinwt, 0).

T 1 r2w?/c?

Huomaa, ettd yleisesti nopeus u on ajasta riippuva, ja siten ylldolevassa laskussa tulisi my6s derivoida
tekija y(u) = 1/4/1 — u?/c?. Téssd u = rw on kuitenkin vakio.
Nelikiihtyvyyden pituuden neli6 on
A-A= nuya,uau — (CLO)2 _ (al)Q _ (a2)2 _ (a3)2
1
= m(@ — (=1)*r%w? cos? wt — (—1)*r2w* sin? wt — 0?)

rlw?

(1= r2w2/c2)2’

Nelinopeuden ja nelikiihtyvyyden kohtisuuruus tarkoittaa, ettd U- A = 0. Osoitetaan suoralla laskulla,
ettd néin on:

U- A =nuta” =u’a® —ula' — v?a® — va?
—rw? . .
¢-0— (—1)rwsinwt coswt — rw coswt sinwt — 0 - 0)

N
=0

Neliliikkem#ard p#* = mu* on siis vain nelinopeus kerrottuna lepomassalla. Vastaavasti nelivoima f#,

dp* dut L
= — =m—— = ma",

[
! dr dr

on nelikiihtyvyys kerrottuna lepomassalla.



2. Neliavaruuden skalaaritulo

(a)

Kysymys siis on: Miltd kohtisuorassa olevat vektorit nayttdvat Minkowskin diagrammissa, eli
koordinaatistossa, jossa pystyakseli on ajanlaatuinen x0 ja vaaka-akseli paikanlaatuinen z!?

On annettu kaksi neliavaruuden vektoria A ja B,

a" = (asina, acos a, 0,0),
b* = (bsin 8,bcos 3,0,0).

Tissd a ja b mittaavat (Euklidista) etiisyyttd origosta, ja kulmat o ja B kertovat kulman z!

akselista vastapéivaan:

Lasketaan skalaaritulo A - B:

Nyua”’b* =asina - bsin f — acosa - beos 8
= —abcos(a + f).

Jotta tdmaé olisi nolla, on oltava
a+p= g + nm,

missé n on kokonaisluku. Valitaan selvyyden vuoksi 0 < «, 8 < /2, jolloin n:n tédytyy olla nolla.
Kohtisuoruusehdosta « + 8 = 7/2 saadaan télloin

™
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Toisin sanoen, A muodostaa kulman S koordinaattiakseliin 0 ndhden:

. ¥
ydasuured .

x Lot
i
PN

47 B
7
&7
RN

\

%

XN\ P

—> Xf
y/ﬁz"mun@é !



Kohtisuoruusehto voidaan vaihtoehtoisesti kirjoittaa muotoon

™

T
a-g=3 P
Yhtélon vasen puoli on kulma A:m ja suoran 20 = z' vililld, ja oikea puoli sama B:lle. Téstd
saadaan kohtisuoruuden ehka selkein tulkinta:

Vektoreiden A ja B suunnat diagrammissa ovat

A-B=0 <« . .
symmetriset viivan 20 = 2! suhteen.

Euklidisessi geometriassa vektorit @, joille |x|?> = x - £ = vakio, muodostavat ympyriin (pallon
kolmessa ulottuvuudessa). Millaisen kdyréan kiinnitetyn mittaiset nelivektorit muodostavat Min-
kowskin diagrammissa?

Nelinopeuden U = u* = (u°,u!,0,0) pituus on aina c, joten sille

U-U=(u’)? - (u')? =

Koska diagrammimme akselit ovat tissd u® ja u', ratkaistaan ylli olevasta yht#lostd v koordi-
naatin u! avulla. Sen jilkeen voimme yksinkertaisesti piirtii kuvaajan u® = u°(ul).

u = £/c2 + (ul)2.

Nyt voidaan hahmotella u%:n kuvaaja:

Koska p* = mu* ja m on vakio, neliliitkemééréit ovat my6s aina saman muotoisella kuvaajalla
Minkowskin diagrammissa.

Yhdistetédn edellisten kohtien tulokset. Valitaan ensin jokin U = u* edelld piirretyltd kuvaajalta.
Seuraavaksi katsotaan se kulma, jonka jas Um ja suoran v® = u! viliin. Kutsutaan sitd vaikka
0:ksi. Sitten, piirretdin vektori A = a* samaan kulmaan u® = u!:std (a® = al:stil), mutta toiselle
puolelle. A:n pituus voi olla mité vain. Ja siind kaikki! Kuitenkin, jos A:n piirtdd U:n kérkeen, niin
A on kiyrdn tangentin suuntainen siiné pisteessi.
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3. Energia, liikem#iri ja nopeus

(a) Koska

2

V1—u?/c?’ P= V1—u?/c?’

FE =

saadaan litkemé#arille

mu - ¢ mc? u FE

= = . = 7“
P 2-\/T—u2fcz  \/1-u2/2 & ¢

(b) Energia lausuttuna litkeméérén avulla on siis

E = cy/m2c? + p? = mc®\/1 4 p2/m2c2.
Kun p < me, eli kun p?/m?c? < 1, saadaan kiyttamilli Taylorin sarjaa /1 +e=1+¢/2+ -

1 p? P’
E~mc® |1+ = =mc® 4+ —.
me [ +2m202} me +2m

Ensimméinen termi on tietenkin lepoenergia, ja jilkimmiinen klassinen kineettinen energia, p?/2m =
m2v?/2m = mv?/2.

4. CERNin protonit SI-yksikoissi yksi elektronivoltti on eV = 1.602 x 10719 J.

(a) Koska protonin lepoenergia on yhden GeV:n luokkaa, on E), = 7 TeV:n protonin kokonaisenergia
kiytinnossi pelkistiin kineettisté energiaa. Kun suihkussa on N = 3 x 10'* protonia, on sen
kineettinen energia

Eauinkn = NE, = 3 x 10" x 7 x 10'? eV
=921 x10%% x 1.602 x 1071° J ~ 33.6 x 107 J
= 336 MJ.



Yritetédin laskea auton nopeus epéirelativistisella kaavalla. Jos tulos on liian suuri, yli ¢/10:n luok-
kaa, tulee kayttda relativististé liike-energiaa.

1
2
§mautou — Lisuihku = U = 2Esuihku/mauto'

Sijoitataan lukuarvot:

ur~ 820 2
S

Eli lujaa menee, mutta ei relativistisen lujaa.

(b) Liikemiira voidaan laskea kaavasta E = c/m?2c? + p2. Jilleen, koska lepoenergia on pieni ver-
rattuna kineettiseen energiaan, voidaan arvioida E ~ cy/p? = cp. Siten

-

Eguinku kegm
Psuinln = — — & 11

Autolle riittaéd epiileméttd kiyttaid eparelativistista kaavaa:

Psuihku m
MautoW = Psuihku = wu=——= 0.0011 g

Mauto



