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1. Rekyyli

(a) Luentomonisteessa on kisitelty tilanne, jossa hiukkanen (massa M) hajoaa kahdeksi hiukkaseksi
(massat my ja mg). Tdssd kéytetdén osin monisteessa johdettuja kaavoja, ja asetetaan my = 0,
koska emittoitunut hiukkanen on fotoni. Lasketaan téssé erityisesti rekyylinopeus w.

L&hdetdédn hajonneen hiukkasen liikeméadrdsté, joka, kuten on nédhty, voidaan lausua hiukkasen
energian F; ja nopeuden u avulla:

Ey pc?
=—u = uUu=-—.
b c? E1

Liikem#érdn sdilymisestd saadaan, ettd p on sama kuin emittoidun fotonin energia Es (jaettuna
c:la):

= E—lc. (1)

u

Energian séilymisestd, Mc? = E; + E» saadaan, ettd B, = Mc? — Eo:

Es
S NE B )
Sijoitetaan tdhéin luentojen kaava Fs:lle,
M2 _ m2
Bo= =gy ¢
jolloin saadaan
(M? —m?)c?/2M M? —m?

u

T M- (M2 —m%)cQ/QMC: RN VE —l—m%c'

(b) Approksimaatio u = @/cM voidaan osoittaa monella tavalla.

Tapa 1 Ehdosta Q < Mc? seuraa, ettd (M —my)c®> < Mc?, eli (M —my) < M. Téami tarkoittaa,
ettd (M —mq)/M < 1jam; =~ M.
Niin rekyylinopeuden lausekkeesta (5) saadaan
(M? —mi)e (M —my)*- (M+my) Q-2M  Q

u = = ~ = —

M? +m3 (M2 +mi)c 2M2c M

Tapa 2 Voidaan myos lihted myos lihted liikkeelle kaavasta (2):

p)

U= ——F—"7—°¢C
Mc2 — Fy

jossa approksimoidaan, ettd rekyylienergia Fip;, on pieni, eli Fo = @ — Eqgin ~ Q. Niin
saadaan ehto
Qc
U= —>—"°,
Mc2—-Q
jossa Q < Mc?, joten



Tapa 3 Sama tulos saadaan myo6s suoraan liikemééran sédilymislaista

()

P =Pp1+ P2
0=p1 —Dp2
pP1 =p2

Nyt liikkeméird p; &~ miu ~ Mu ja py = Ey/c. Lisiksi jitetidéin taas rekyylienergia Egin
huomiotta, joten Fs = (. Talloin

Mu:9
c
S
cM

Lasketaan, kuinka suuri energiamééré vapautuu, kun pariston koko varaus purkautuu.
Vapautuva sdhkdinen energia F voidaan ilmaista purkautumistehon P ja purkautumisajan At

avulla:
FE = PAt,

missé teho riippuu purkautuvasta sdhkovirrasta ja jannitteestd yhtélon P = U mukaisesti.
E =UIAt.
Séhkovirta puolestaan méadritellddn purkautuvana sdhkovarauksena ¢ aikayksikkod kohti, joten

purkautuvaksi energiaksi saadaan

q
E=U--L . At=qU.
g At=d

A A-pariston jannite on U = 1.5V ja purkautuva sihkovaraus on ¢ = 3000mAh = 3Ah = 3-3600C,
joten purkautuvaksi energiaksi saadaan

E =3-3600C - 1.5V = 16200J. (4)
Tilannetta voidaan yksinkertaistaa ajattelemalla, ettd taskulamppu ldhettda yhden fotonin, jonka
energia on F = 16200J. Samalla lamppu kokee rekyylin ja saa nopeuden

O 16200J
T eM T eM  2.988-108m/s - 0.025kg

= 2.161440961 - 10~ *m/sm/s ~ 2.2mm/s

2. Rekyylin kompensointi

(a)

Tarkastellaan tilannetta alkuperdisen ytimen koordinaatistossa K’, joka liikkuu nopeudella v
laboratoriokoordinaatiston K suhteen.
Téssé koordinaatistossa ytimen saama rekyylienergia on (fotonille my = 0)
(M —my1)? —mg 4 B (M —my)%ct Q?

/
= - - . 5
rek oM ¢ OM 2 M2 (5)

Emittoituneen fotonin energia on talloin
E} =h/'=Q~ E. (6)
Laboratoriokoordinaatistossa fotonin energian tulee olla suoraan
Ef =hv =Q, (7)

eli rekyylistd johtuva energian pienennys voidaan jattdd huomiotta, kun ytimen alkuperiinen
nopeus on sopiva. Selvitetdéin ytimen (eli K'n) nopeus kiyttadmilld hyviksi dopplerin siirtymén
kaavaa

V. (8)



Kertomalla yhtils (8) vakiolla h saadaan fotonin energioiden vilille yhteys
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Sijoitetaan tihén fotonin energiat koordinaatistoissa K ja K'.

142
Q= —5(@Q—Er;)
Q@ _ [iez
Q- m, \1i: ¥

Approksimoimalla neliGjuuritermié Taylorin sarjalla saadaan

1+ % v
~1+—
1-2 + c’
(&
ja sijoitetaan saatu tulos yhtéloon (9).
Qv
Q - Erek ¢

_ Q
v (Q Erek 1>c

v = ( Q Q rek) c
Q Erek Q E;‘ek

v = Ez“ek c
/
Q Erek
Nyt E!.. < Q, joten nopeudeksi saadaan
VA E:"ekc
Q
Q? Q

(b) Fotonin energia saadaan yhtélostd

_ he  6.626-107% - 2.998 - 10%m/s
T 589.5 - 10~°m

~ 3.3697- 101 (10)

Koska nyt ei tarvitse ottaa huomioon rekyylienergiaa, fotonin energia on suoraan energiatilojen
erotus, eli £ = Q.

Ytimen massa on M = 23.0u = 23.0 - 1.661 - 10~27kg = 3.819239518 - 10~ 26kg

Rekyylinopeus on siis

. Q 3.3697-10719]
T 2¢M T 2-2.998-10%m/s - 3.819239518 - 10~20kg

=0.0147148 =~ 15mm/s

c) Nyt rauta-atomin massa on M = 56.853u = 9.43816653 - 10~ 26kg, ja gammakvantin energia on
N g,Jag g
Q = 14.4kEv = 2.307168 - 10~ °J. Atomin rekyylinopeus on siis

Q 2.307168 - 10-15]
~ _ = 40.75821441m/s ~ 41
U SN T 3-2.008 - 10°m/s - 0.43816653 - 10-Tokg 070821 4dIm/s & dlm/s




3. Fotoniraketti Sovelletaan rekyylinopeudelle saatua kaavaa

2 2
v_ %, (11)
c  M?4+m3

Tistd kaavasta saadaan suoraviivaisesti ratkaistua kysytty massasuhde p = mq/M:

v M?(1 —m?2/M?)

¢ M2(1+m?3/M?)

Eli saadaan

4. Kielletyt prosessit

(a) Siilymisyhtilst ovat

Lisiksi tulevat relaatiot

= (1+8>u2:1—7
c

v 1=y 2\ Y 2
> - = = (1 T
c 1+,U/2 (—’_M)C l’l’
v s 1—w/c

= = .
c s 1+v/c

my _ 1

=\ g © L2
Ei+Ey=E (12)
PL+D2=D (13)

Ey = cy/m2c? + p?, (14)
Ey = cy/m2c? + p3, (15)

E = cp. (16)

Valitaan koordinaatistoksi elektronin ja positronin massakeskipistekoordinaatisto, jolloin p; +p2 =
0. Liikem#édrin sdilymisyhtilosta seuraa ettd p = 0. Lisdksi tiedetdén ettd fotonille £ = cp, misté
piatellddn ettd £ = 0. Energian sidilyminen voidaan nyt kirjoittaa

c\/m262 +p? + c\/m2c2 +p?=0. (17)

Koska vasen puoli on minimissiisin 2mc?, energian siilymisyht#lo ei toteudu. Prosessi on siten

kielletty.

Huom! Elektroni ja positroni voivat annihiloitua kahdeksi fotoniksi.

(b) Séilymisyhtilst ovat kuten a-kohdassa mutta lisiiksi tulevat relaatiot

E1 = cy/m2c? + p3, (18)

E2 = Cp2, (].9)

E = cy/m2c? + p2. (20)

Valitaan koordinaatistoksi lopputilan elektronin lepokoordinaatisto, jolloin p = 0. Liikeméran
siilyminen vaatii ettd p; = —po. Tistéd padtelldén ettd p; = Fo/c. Energian siilyminen voidaan

nyt kirjoittaa

\/m2ct + E3 4+ Ey = mc®. (21)



Tamé yhtdlo voi toteutua vain jos Ey = 0, silld Fo:n nollasta poikkeava arvo voi vain suurentaa
yhtélon vasenta puolta oikean pysyesséd vakiona. Eo = 0 vastaa fotonia jota ei ole, joten kuvattu
prosessi on mahdoton.

Huom! Tamé absorptioprosessi on mahdollinen, jos elektroni korvataan esimerkiksi atomilla.
Téll6in prosessissa kasvanut lepomassa selittyisi atomin virittymisella. Elektronilla ainoa sisdinen
vapausaste on spin, mutta molemmat spintilat ovat samalla energialla (jos elektroni ei ole mag-
neettikentéssi). Koska virittyneitd tiloja ei ole, elektronin massan kasvaminen on mahdotonta.

5. Sirontakulma.

Kahden hiukkasen sirontaongelma on késitelty luentomonisteessa. Sielld, laboratoriokoordinaatiston ne-
lilitkem&drit on lausuttu massakeskuskoordinaatiston neliliikemé&érien avulla. Téssd kuitenkin tarvitaan
vain sirontakulmaa 6. Se (tai sen tangentti) saadaan monisteen kaavoista

pecosl =1 (EEZ/chp: Cos&*) ,
c
Pesind = pl sin 0*.

Jakamalla toinen ensimmaéiselld saadaan:
pa sin 0*
v LE}/c+ pj}cosb* '

tanf =

Koska massakeskuskoordinaatistossa sirontakulma on 90°, ts. = /2, ja pi = Efu*/c?, ja v = u*,
saadaan

1 E*u* 2 1
g = LI LT,

v vE*/c?



