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1. Klassinen kenttiteoria: johdanto

Kurssin nimessé klassinen tarkoittaa vastakohtaa kvant-
timekaaniselle. Kenttd taas yleisesti tarkoittaa jotain suu-
retta joka riippuu paikasta ja mahdollisesti ajasta, f =
f(r,t). Luonnossa esiintyvii klassisia kenttid ovat

e materian muodostama kenttd makroskooppisella mit-
takaavalla

e sihkomagneettinen kentté

e painovoimakentté

Tésséd kurssissa tutkitaan vain kahta ensin mainittua ta-
pausta. Painovoimakentén tarkempi tutkiskelu johtaa ylei-
seen suhteellisuusteoriaan, joka laajuutensa vuoksi on pa-
rempi erottaa omaksi kurssikseen.

Seuraavassa on lueteltu muutamia téssd kurssissa
kasiteltavia asioita

e Lagrangen ja Hamiltonin formalismin yleistys jatku-
vasti jakautuneeseen materiaan

e Lagrangen ja Hamiltonin formalismin yleistys suuriin
hiukkasnopeuksiin (relativistinen teoria)

e sihkomagneettisen kentédn Lagrangen ja Hamiltonin
formalismi, Maxwellin yht#loiden ja Lorentzin voiman
johto siité.

e Esimerkkejid sahkomagneettisen kentén teoriasta:

— energia ja liikem&ard
— ajasta riippumaton kentté (vain osittain 05)

— polarisoituva materia (ei 05)

aallot (vain osittain 05)

litkkkuvien varausten ketta (vain osittain 05)

e Johdatus kvanttikenttiteoriaan (ei 05)

Vuonna 2005 luennoidaan kurssista lyhennetty versio (3
ov), jossa pois jitettavit osat on merkitty "ei 05”. Johda-
tus kvanntikenttéteoriaan on jatetty pois koska se ei kuulu
kurssin otsikon alle ja sita késitellddn Kvanttimekaniikan
jatkokurssilla.
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e L.D. Landau ja E.M. Lifshitz, Course of theoretical
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(LL2, térkein yksittdinen kirja téissd kurssissa). Vihin

kiytetdan myos Electrodynamics of continuous media
(LL8).

e A.L. Fetter ja J.D. Walecka, Theoretical mechanics of
particles and continua (1980) (FW). Jatkuvan aineen
mekaniikkaa.

H. Goldstein, Classical Mechanics (1950, 1980) (G).
Klassinen viite, mutta ei juuri kdytossa téassa kurssis-
sa.

W. Panofsky ja M. Phillips, Classical Electricity and
Magnetism (1962), (PP).

J. D. Jackson, Classical Electrodynamics (1962), (J)

J.J. Sakurai, Advanced quantum mechanics (1967),
johdatus kvanttikenttdteoriaan. (ei 05)



t2. Analyyttisen mekaniikan kertaus-
a

2.1 Hamiltonin periaate

Systeemin dynamiikan mé#ardd Lagrangen funktio
L(q1i,. -y qn;d1,-- -, 4n;t) =T — V. Liikerata saadaan siitd
kédyttden Hamiltonin periaatetta: Olkoon annettuna konfi-
guraatioavaruuden (g1, ..., q,) kaksi pistettd, ja niitd vas-
taavat ajanhetket t; ja to. Systeemin liike ndiden vililla
tapahtuu siten, ettd vaikutusintegraalilla
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on #ériarvo (minimi).
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Hamiltonin periaatteesta voidaan johtaa liikeyhtalot.
Kirjoitetaan vaikutusintegraalin variaatiolle
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joka siis havida Hamiltonin periaatteen mukaan. Koska va-
riaatiot dq; ovat toisistaan riippumattomia ja mielivaltaisia
t:n funktioita, voi lauseke (2) hivitd vain jos
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Tamé on Lagrangen litkeyhtdlo.
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2.2 Pienet varahtelyt

Tutkitaan ajasta ja nopeuksista riippumatonta potenti-
aalia V.=V(q1,...,q,). Lisiksi oletamme etti sidosehdot

ja yleistetyt koordinaatit eivét riipu eksplisiittisesti ajas-
ta. Newtonin mekaniikassa kineettinen energia on t&ll6in
nelidllinen funktio ¢;:ssé,

1 ..
=3 ZAijQiq]’a Ay =
ij

Tarkastellaan staattista tasapainoa, jossa ¢; = ¢; = 0 kai-
killa . Tallin seuraa Lagrangen yht#lostd (3) ettd koordi-
naateilla g; pitéi olla sellaiset arvot q) etté kaikki yleistetyt
voimat haviavat
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Lisiiksi oletetaan ettd piste q° vastaa V:n minimis,
niin ettd tasapainopiste on stabiili. Tutkitaan seuraavak-
si pientd muutosta systeemin koordinaateissa
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Tavoitteena on laskea L tarkkuuteen, joka on nelitllinen
n;:ssé ja 7);:ssd. Koska T:n muoto (4) on

qi:q?—km (i=1,...,n)

eksplisiittisesti neli6llinen ¢; = #;:ssé, voidaan (yleisesti
g;-riippuva) kerroinmatriisi laskea tasapainopisteessi:

a’l"k 6’I‘k
w2 (), (5,
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Potentiaali V' kehitetdén Taylorin sarjaksi. Tésséd kehi-

telméssé lineaarinen termi h#vidd kaavan (5) perusteella,
jolloin saadaan

V=Vo+= Z(a%aq) M-

Kun merkitaan
(3075
Vij =
’ 3%’6%‘ q°

saadaan pienten véardhtelyjen Lagrangen funktio

(7)

(8)

L = T — V = 5 Z(A”’fhnj — Uijninj) — Vo, (].O)
ij

missé kerroinmatriisit A;; ja v;; ovat reaalisia ja symmet-

risid vakiomatriiseja. Lagrangen yhtilosta (3) saadaan lii-

keyhtélot

n

Z(Az‘jﬁj +om;) =0, (i=1,...
j=1

n). (1)

Huomataan ettéd nelillinen Lagrangen funktio johti line-
aariseen liikeyhtaloon.

Yksinkertainen virihtelija

Tutkitaan tapausta, jossa on vain yksi yleistetty koordi-
naatti. Liikeyhtilo (11) redusoituu t&lléin muotoon

Aij+vn=0. (12)



Téaméin fysikaalinen ratkaisu on reaaliarvoinen n(t).
Yhtalolla on kuitenkin my6s kompleksiarvoisia ratkaisuja,
ja onkin kdytannollista kayttad niitd. Kirjoitamme yritteen

n(t) = C exp(—iwt) = Clcos(wt) — isin(wt)]. (13)

Téamé toteuttaa yhtdlon (12) kun w = +4/v/A. Yleinen fy-
sikaalinen ratkaisu voidaan luoda kéyttden kumpaa tahan-
sa juurta: tulkitaan fysikaaliseksi ratkaisuksi kompleksisen
ratkaisun reaaliosa

n(t) = Re[Cexp(—iwt)]
= Re(C) cos(wt) + Im(C) sin(wt),

(14)

joka sisaltad yleiseltd ratkaisulta vaadittavat kaksi vapaata
vakiota Re(C) ja Im(C').

Huomaa ettd yhtdlon (12) kompleksisen ratkaisun reaa-
liosa on aina my6s ratkaisu koska yhtélon kertoimet A ja
v ovat reaalisia:

Afj+wn =0 (15)
2

d
= 0 =Re(4ij+vn) = Aﬁ(Ren) +vRern.

Monikomponenttinen varidhtelija

Kaytetadn yleiseen yhtaloon

D (Aujiis + vign;) =0

J

(11)

samaa tyyppid olevaa yritettd kuin yksinkertaisessa ta-
pauksessa:

ni(t) = a; exp(—iwt). (16)
Sijoittamalla saadaan
Z('Uij - wQAij)aj =0 (17)

J
Vaihtoehtoisesti tdmé& yhtélo voidaan kirjoittaa myo6s mat-
riisimuodossa

(v—w?A)a =0, (17)

missé v ja A ovat n x n matriiseja joiden elementit ovat v;;
ja Aj;j, ja a on n-komponenttinen pystyvektori jonka kom-
ponentit ovat a;. Tatd kutsutaan ominaisarvotehtivdiksi.
Seuraavassa luetellaan todistamatta muutamia tdmén rat-
kaisuun liittyvia tuloksia, olettaen ettd ne kdydéaan tarkem-
min ldpi matematiikan kursseissa.

Yhtilolld (17) on nollasta poikkeava ratkaisu a vain sil-
loin kun a:ta kertovan matriisin determinantti hévida:
det(v — w?A) = 0. (18)

T#mé on n:nnen asteen polynomiyhtils w?:lle. Sen juurina
saadaan n kappaletta ominaisarvoja w? (s = 1,...,n). Ker-
roinmatriisien reaalisuuden ja symmetrisyyden takia kaik-

ki juuret ovat reaalisia. Namé ominaisarvot antavat sys-
teemin pienten vérdhtelyjen taajuudet. Vastaten jokaista

juurta w?, 16ytyy reaalinen ominaisvektori a(®), joka an-
taa yhtdlon (17) ratkaisun tdlld taajuudella. Erisuuria omi-
naistaajuuksia vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaali-
sia seuraavan kaavan mielessa

ZGES)AijGE'U) = (Ssu <~ (a(s))TAa(u) = 631/,- (19)
ij

Sen lisdksi, kaikki ominaisvektorit voidaan normalisoida
niin ettd tdméa kaava toteutuu myos tapauksessa s = wu.
Lis#éksi, samaan (ns. degeneroituneeseen) ominaisarvoon
liittyvat ominaisvektorit voidaan valita niin ettd ne ovat
ortogonaalisia. Ts. yhtdlo (19) voidaan vaatia kaikissa ta-
pauksissa.

(s)

Kun ominaistaajuudet ws ja ominaisvektorit a;,” on
l6ydetty, voidaan liikeyht&lon (11) yleinen fysikaalinen rat-
kaisu kirjoittaa

1:(t) = Re Z C’Sags) exp(—iwst), (20)

s=1

missé Re(C) ja Im(C,) muodostavat tarvittavat 2n kappa-
letta vapaita reaalisia vakioita. Systeemin liike siis muodos-
tuu viirdhtelymoodeista (n kappaletta), jotka viridhtelevit
toisistaan riippumattomasti omilla taajuuksillaan wg.
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Esim. . Tutkitaan tasoheiluria, jonka kiinnityskohdassa
on massa mi ja se padsee vapaasti liukumaan vaakasuun-
nassa. Témén Lagrangen funktioksi saadaan laskettua

L = %(ml +mg)i? + %m212$2

+molid cos ¢ + gmal cos ¢. (21)

Seuraava vaihe on ma#riatd tasapainopiste. Siind ¢ = 0,
mutta x on mielivaltainen. Poikkeamia laskettaessa otetaan
mukaan vain neli6lliset termit ja saadaan

L = %(ml -+ mz)x'z + %m2l2<;.32

+malig — %gmgl(b2 + vakio. (22)

Vertaamalla yleiseen kaavaan (10), saadaan yleistettyji
koordinaatteja x ja ¢ vastaaviksi matriiseiksi
). (23)

0 0
S )= (5

Ominaistaajuudet madraytyvit yhtalosta

mgl
m2l2

mi + meo
m2l

det(v — w?A) = 0.
Tamé antaa

w?[g(m1 + m2) — w?lm] = 0,



eli ( )
glmy + mo
Vastaavat (normalisoimattomat) ominaisvektorit ovat
1 —mal
M = (2 _ 2
a <O>,a <m1+m2)’ (26)

jotka ovat ortogonaalisia kaavan (19) mielessid. Havidvi
ominaisarvo johtuu siitd, ettd systeemi on degeneroitunut
translaatioissa x:n suhteen. Huomataan ettd toinen omi-
naistaajuus on korkeampi kuin paikalleen kiinnitetylla hei-
lurilla saatava w? = g/I.

Normaalikoordinaatit (ei 05)

Edell4 esitetty yleinen ratkaisu

ni(t) = Re Z Csags) exp(—iwst) (20)
s=1
voidaan kirjoittaa myds muotoon
m(t) = a7 (0), (27)
s=1

Tamé voidaan tulkita koordinaattimuunnokseksi muuttu-
jista 7; muuttujiin (. Muuttujia (s kutsutaan normaali-
koordinaateiksi.

Siirtymaélld normaalikoordinaatteihin voidaan pienten
virdhtelyjen Lagrangen funktio (10) kirjoittaa muotoon

L= & -2

S

(28)

[Harjoitus: Osoita tdmé sijoittamalla (27) Lagrangen funk-
tioon (10) ja kdyttdmélld kaavoja (17) ja (19).] Normaa-
likoordinaateissa lausuttuna liikeyhtélo ja sen yleinen rat-
kaisu ovat triviaalit:

é's = _WECSv (29)
Cs(t) = Re|Cs exp(—iwst)], (30)

missd s =1,...,n.
Normaalikoordinaattien —merkitys tulee paremmin

ymmérrettyd vasta kvanttimekaniikassa. On kéatevintéa
(mutta ei vilttimitontd) ensin saattaa Lagrangen funktio
normaalikoordinaateilla yksinkertaiseen muotoon (28), ja
sitten vasta siirtyd kvanttimekaaniseen késittelyyn, missa
liikeyhtélo ja sen ratkaisu ovat monimutkaisemmat kuin
ylla.

3. Hyvin monen vapausasteen
virdhtelyt (FW)

Edella kerrattu pienten vérdhtelyjen teoria toimii peri-
aatteessa mille tahansa #érelliselle méaralle vapausasteita
n. Suurella n kuitenkin ominaisarvojen ja ominaisvektorien
ratkaisu muuttuu yleisessé tapauksessa erittdin hankalaksi.
Seuraavassa tarkastellaan muutamaa erikoistapausta, jois-
sa ratkaisu onnistuu myés rajalla n — oc.

1) n massapistettd on kytketty toisiinsa ketjuksi massat-
tomilla jousilla. Kaikki massapisteet ovat rajoitettu liikku-
maan vain x-akselilla. Ketjun péissé on kiinteédt pisteet joi-
den etdisyys on /.

My M, I I

frrsmenmvemesmvemssanir]

Taméan Lagrangen funktio on
L=T-v=} f 2 L En ( )% (31)
= —_ = —m . — = . J— . .
9 — i B £ Ni+1 — T

Tésséd on oletettu ettéd kaikki massat ja jouset ovat ident-
tisid, ja ettd jouset ovat jannittyméattomid tasapainotilas-
sa, missé kaikki massapisteet ovat tasavilein. Reunaehdot
otetaan huomioon méiritteleméalla g = 7,41 = 0.

2) n  massapistettd litkkuu
jénnitetyssd painottomassa langassa.

poikittaissuunnassa

) T
L:TfV:§mZM?*%Z(Hi+1*W)2 (32)

i=1 =0
Tassé 7 on langassa  tasapainossa  vaikuttava
jdnnitysvoima, 7 = k(a — ap), ja ap on jannittAmattomin
jousen pituus. Kaavan (32) todistus harjoitus-

tehtdvianid. Kuten edelld, reunaehdot otetaan huomioon
madrittelemélld gy = p41 = 0.

Huomataan etté poikittainen ja pitkittdinen tapaus ovat
tdysin samaa muotoa, ja ne saadaan toisistaan vaihtamalla
parametrit

k< 7/a. (33)

3.1 Ominaisvéarédhtelyt

Yleisen teorian mukaan ominaisvérdhtelytaajuudet saa-
daan laskemalla determinantti det(v — w?A) (18) ja et-
simélld sen nollakohdat (katso mm. Fetter-Walecka). Téssé
on kuitenkin helpompi edeté seuraavalla tavalla.

Kirjoitetaan ensin Lagrangen liikeyht#ls (3) poikittaisille
vérahtelyille (32):

T

. T
mijij — a(ﬂjﬂ — i) + g(ﬂj —pi—1) =0 (34)
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. T
milj + —py = (e + 1) =0 (35)
Otetaan indeksin j sijasta kdyttoon x koordinaatti:
rj = ja, (36)
po o= plx;). (37)
Etsitdédn ratkaisua muodossa
p(zj,t) = Aexpli(kr; — wt)]. (38)
Sijoittamalla liikeyhtdloon (35) saadaan
2
—mw? + ;T - 2[exp(ika) + exp(—ika)] = 0. (39)
Tamén voi kirjoittaa
2 4 k
w? = —T(l —coska) = T 52 (40)
am am

Téllaista riippuvuutta w(k) kutsutaan dispersiorelaatioksi.

Dispersiorelaatiossa (40) parametri k on toistaiseksi mie-
livaltainen. Reunaehdot kuitenkin rajoittavat sitd. Tutki-
taan ensin alkuperiisestd poiketen periodisia reunachtoja,
joissa oletetaan

(5) = p@nss) = s + na). (41)
Sijoittamalla yritteeseen (38) saadaan ehto
exp(ikna) = 1. (42)
Tésté seuraa ors
" na’ (43)

missd s on kokonaisluku. Ominaisratkaisujen mééréan
tadytyy olla tdsmaélleen n. Néin ollen kaikki kokonaisluvut
eivit voi johtaa eri ratkaisuihin. Jos s — s 4 n, niin ka —
ka + 2, jolloin (38) siilyy muuttumattomana. Riitta4 siis
s:lle valita mielivaltaiset n kappaletta perikkéisia koko-
naislukuja (s = sg, 9 + 1,...,80 +n —1).

Palataan kiinteisiin reunaehtoihin p(zg) = p(xn41) = 0.
N&mé voidaan toteuttaa kun huomataan ettd ominaisrat-
kaisut (38) ovat kahdesti degeneroituneet: arvoilla k ja —k
saadaan sama w? (40). Voidaan siis muodostaa uudet omi-
naisratkaisut, jotka ovat ndiden lineaarikombinaatiota:

w(zj,t) = Aexp(ikz; — iwt) + Bexp(—tkz; —iwt) (44)

Vasemman reunan (valitaan zo = 0) ehto p(0) = 0 voi-
daan toteuttaa valinnalla

Alexp(ikz; — iwt) — exp(—tkz; — iwt)]
(45)

:u(mj’t) =
= 2iAsin(kz;) exp(—iwt)

Oikean reunan ehto p((n + 1)a) = 0 vaatii nyt sin k(n +
1)a = 0, misti saadaan

™8

k=———, (s=

1,2
(n+1)a’

,2,...,m). (46)

Tamé jonkin verran poikkeaa periodisten reunaehtojen
vastaavasta tuloksesta (43).

Kirjoitetaan saatu ominaisratkaisu vield muotoon

p(z;,t) = 2iAs exp(—iwt) sin ngmj ,

(47)

missd £ = (n 4+ 1)a on vilin pituus. Nihdédin ettd paikan
suhteen ratkaisu on siniaalto jossa on s puoliaallonpituutta,
mutta laskettuna vain diskreeteissé pisteissé x;.

e
O ?
KN
SRl
PN\

VAL
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Madritelliédn nopeus

=4/— 48
¢ m (48)
Dispersiorelaatio (40) voidaan nyt kirjoittaa muotoon
2c ka
= “sin 2, 49
w=—sin— (49)

Koska aaltoluvulla k& on vain diskreettejd arvoja, niin on
myo6s kulmataajuudella w.

.
S &
2

S

1234567

S =

Pienilld aaltoluvuilla (suurilla aallonpituuksilla A =
27 /k) dispersiorelaatio on lineaarinen:

w=ck (k—0). (50)
Télla rajalla ei massojen diskreettisyydelld ole olennaista
merkitysté, vaan massan voisi ajatella jatkuvasti jakautu-

neeksi.

Aaltoluvun kasvaessa massojen diskreettisyys tulee olen-
naiseksi. Taajuus jéi lineaarista lakia (50) pienemméksi,



liheten maksimia wpax &~ 2¢/a. Titd vastaava aallonpi-
tuus Amin ~ 2a.

Edella olevaa voidaan soveltaa kiinteiden aineiden hi-
lavérdhtelyihin. Ideaalisessa kiintedssd aineessa atomien
tasapainoasemat muodostavat sddnnollisen hilan. Tadméan
hilan vardhtelyt ovat luonteeltaan samankaltaisia kuin ylla
késitellyssé yksiulotteisessa tapauksessa. Kiintedn aineen
hila on kuitenkin monimutkaisempi, koska se on kolmiulot-
teinen, ja myos vardhtelyt voivat tapahtua kolmeen riip-
pumattomaan suuntaan. Hilassa voi my0s esiintyé erityyp-
pisié atomeita. Joitakin tapauksia tarkastellaan ldhemmin
harjoitustehtaviné.

3.2 Jatkumoraja

Tutkitaan nyt sitd tapausta, ettd massapisteiden méara
n ldhenee ddrettomyytta seuraavalla tavalla:

n—oo, a—0, m—0 (51)
= (n+ 1)a = vakio (52)
5= vakio, (53)

a

missd o on langan massatiheys. Télla rajalla poikkeama
i (t) muuttuu kahden jatkuvan muuttujan funktioksi

pi(t) — u(z, ), (54)
jolloin aikaderivaatat muuttuvat osittaisderivaatoiksi
dp; ou
M="a ot (55)
Kirjoitetaan Lagrangen funktio (32)
B m n o r n ‘ K
L = 0 : i — %Z(NHI_M)
i=1 =0
0 . 2 T . Hit1 — My
RO TD ( - ) (56)
i=1 =0
Sovelletaan téhan edellisid kaavoja sekéd raja-arvoja
n ¢
a Z — / dx (57)
i=1 0
Miy1 — fi  Ou
—_ = —. 58
a e (58)
Néin saadaan
0 2 Y 2
o Ju T Ju
L=— [ dz|—=) — <= de | — ) . 59
L&) [ =(E) - o
Kirjoitamme tdmén vield muotoon
1 [* ou\’ ou\’
L= d — ) -7 = . 60
el @) - E)]

Nain siksi ettéd olisimme voineet valita massatiheyden pai-
kasta riippuvaksi, o(x). Yleistamélli edelld olevaa johtoa
nihdidn helposti, ettd (60) on tdllin oikea muoto.

Jatkumorajan suora johto

Lagrangen funktio (60) voidaan johtaa my&s suo-
raan, ilman diskreettis vélivaihetta. Téaydellisyyden vuok-
si tehd&én se tésséd. Tutkitaan langan elementtid dxz. Sen
massa on odz ja nopeus Ou/dt. Koko kineettinen energia
saadaan integroimalla massaelementtien kineettiset ener-

giat eli
1 [t/ ou\?

Kun lankaa poikkeutetaan, venyy elementti dx pituuteen
ds = v/dz? + du?. T#lloin tehddsn tyd

(61)

ou\?
T(ds—dx) =7 [y/1+ | =— ] —1|dx

ox
T (0u)?
~ 2(81‘) dx.

Koko potentiaalienergia saadaan integroimalla tehty tyo:

r [t ou)?

Laskemalla L = T'—V saadaan sama tulos kuin edellé (60).

aw =

(62)
(63)

3.3 Hamiltonin periaate jatkumorajalla

Juuri johdettu jatkumorajan Lagrangen funktio (60) on
eri tyyppid kuin aikaisemmin olemme kohdanneet. Kos-
ka Lagrangen yhtdlon (3) suora soveltaminen vaikuttaa
epiilyttavilta, on parasta ldhted liikkeelle perustavammas-
ta Hamiltonin periaatteesta.

Tutkitaan yleisesti seuraavaa tyyppiéd olevaa Lagrangen

funktiota .
ou Ou
L= = 2
/0 dx L (u, B at,x,t)

Funktiota £ kutsutaan Lagrangen tiheydeksi. Venytetyn
langan Lagrangen funktio (60) on témin erikoistapaus.

(64)

Vaikutusintegraali on nyt kaksiulotteinen integraali:

t t )
2 2 Ju Ou
S = Ldt = dt d —, —:x,t
" /t\l /0 ZL’E (U, 8177 8t7x7 ) (65)

u(x,t)

ol Moy s
I

"

X

Sovellettaessa Hamiltonin periaatetta tehddin kenttdéan
u(z,t) pieni muutos

u(z,t) — u(z,t) + ou(z, t) (66)



Reunaehdot ovat seuraavat. Alku ja loppuhetkilld u(z,t)
on kiinnitetty, joten variaatioiden taytyy havita:

du(z,t1) = du(x,t2) =0, Va. (67)

Langan molemmat p#dt on kiinnitetty, joten myos siella
variaatioiden taytyy havita:

du(0,t) = du(l,t) =0, V. (68)

Ts. variaatiot hdvidvit suorakaiteen kaikilla reunoilla.

Varioidaan vaikutusintegraalia, jolloin

t 0
2 ou Ou
6S/t1 dt/o d:c5£ <U,8x,at,x,t>

£
oL L du oL ou
= / dt / de {&L&L * B@ujon) s 8(8u/8t)63t]
t1 0
ta L
o farf s 08 o oo
B ou 0(0u/ox) ox ~ O(Ju/0t) Ot
t1 0
P otoc o oc o or
- /dt/dx {au ~ 91 0(0u/dz) 81&8(8u/8t)} ou,

koska sijoitustermit hévidvat osittaisintegroinneissa. Nyt
voi olla 5 = 0 vain silloin, kun sulkulauseke hévida kai-
killa x ja t, koska du(x,t) on mielivaltainen. Saadaan siis
jatkuvan systeemin Lagrangen yhtdlo:

o_oc + o _0oL 9L _ 0 (69)
ot o(ou/ot) = 0z 0(0u/dz) Ou
Verrataan jatkuvan systeemin Lagrangen yht&loa
0 oL 0 oL oL _
ot o@uon T owo@uen ou 0 (0
aikaisemmin johdettuun diskreettiin versioon
d (0L oL ,
Clt(aq.i>_8q1',_0 (i=1,...,n). (3)

Diskreetti indeksi ¢ on korvautunut jatkuvalla indeksillé x.
Diskreetisséd tapauksessa esiintyva kokonaisderivaatta on
siksi korvautunut osittaisderivaatalla. On kuitenkin huo-
mattava ettd osittaisderivaattoja esiintyy kahdessa eri mer-
kityksessd. Kun osittaisderivaatta kohdistuu Lagrangen ti-
heyteen L, ovat muuttujat u, du/0x, du/dt, x ja t. Kun
taas osittaisderivaatta kohdistuu w:hun, tai myds kun se
osittaisintegroinnin seurauksena kohdistuu lausekkeisiin

oL oL

j 70
a(0u/oz) ** 9(oujat)’ (70)

on muuttujiksi ymmaérrettiva vain z ja t.
Sovelletaan Lagrangen yhtdlod (69) alkuperiiseen

jannitetyn langan ongelmaan. Sen Lagrangen tiheys saa-
daan edeltéd kaavasta (60):

oo (0u) T (ou\?
2\ ot 2\0z/)

(71)

Olettaen o ja 7 vakioiksi saadaan

0%u 0u
Tam4a on yksiulotteinen aaltoyht&lo
1 0% 9
_guw_ o (73)
2 ot Ox?

Téssé ¢ = /7 /0 on sama kuin méériteltiin edelld kaavassa
(48). Aaltoyhtélon perusteella se voidaan identifioida aal-
lon nopeudeksi langassa. [Totea tdmé osoittamalla etté

u(z,t) = a(z — ct) + b(z + ct) (74)

toteuttaa aaltoyhtélon (73) mielivaltaisilla funktiolla a ja
b. Identifioi ratkaisun (74) termit vasemmalle ja oikealle
nopeudella ¢ kulkeviksi aalloiksi.]

3.4 Jakumorajan ratkaisu

Systemaattisuuden vuoksi konstruoidaan reunaehdot
tayttavat ratkaisut myos jatkumorajalla. Vaihtelun vuoksi
ldhdetdéan suoraan reaalisesta yritteesté

u(z,t) = Cp(z) cos(wt + ¢) (75)
Sijoitus aaltoyhtiléon (73) antaa
d*p(x) 2
LD () =0 (76)

missi k = w/c. Tamé on ominaisarvotehtévé: Samoin kuin
diskreetissd tapauksessa (17), on yhtélslla (76) reunaehdot
tayttavid ratkaisuja vain tietyilld taajuuksilla ws = cks.
Kiinteéit reunaehdot vaativat

p(0) = p(¢) = 0. (77)
Nihdaan ettd ratkaisut ovat
(1) = |/ = sink (78)
plx) = o sin kx,

missd normalisaatioon palataan pian. Téssé aaltovektori k
voi saada arvot
ST

ko=

7 (s=1,2,...

, 00) (79)

Vardhtelyt ovat samantyyppisia kuin diskreeteilldkin
massoilla. Erona on ettd vardhtelymoodeja on &aretén
madrd, ja dispersiorelaatio on kaikille moodeille lineaari-

nen, w, = ck,.




W
N
@//0
IIIIIIIIk
s= 123 ..

Yleisen teoreeman (19) mukaan ominaisratkaisut ovat
ortogonaalisia matriisin A mielessd. Téssd tapauksessa
matriisi A on diagonaalinen, A(x,2’) = od(z, 2’). Saadaan
siis

/ ' 4o (@)rp D (@) = b (80)

eli

¢
%/ dxsin(ksx) sin(k,x) = g (81)
0

Edelld ominaisratkaisun (78) etutekijé valittiin siten ettd
normalisaatiokaava (80) toteutuu myos tapauksessa s = u.

Yleinen ratkaisu voidaan nyt kirjoittaa

o0

u(w,t) =Y Cpl) () cos(wst + )

_ \/Z S sin(kaa)as cos(wat) + b sinwat)],  (82)

missd jalkimméisessé muodossa on kirjoitettu as =
C) cos(ps) ja by = —C®) sin(¢,). Tallaista funktion u esi-
tystéd sini- ja kosinifunktioiden avulla kutsutaan Fourier-
sarjaksi.

Kuten yleisesti Newtonin mekaniikassa, ratkaisu kiinnit-
tyy yksikésitteisesti kun annetaan alkuehtoina koordinaa-
tit ja nopeudet: u(x,0) = f(z), 4(z,0) = g(x). Sijoittamal-
la yleinen ratkaisu (82) saadaan alkuehdot muotoon

f(z) =wu(z,0) = \/ZZ as sin(ksx) (83)
s=1

\/ZZ bsws sin(ksx)  (84)
s=1

Integroimalla z:n yli ja kiyttdmélld ortonormeerausta (80)
saadaan Fourier-sarjan kertoimet as ja b, ratkaistua:

g(x) =u(z,0) =

0 = ﬁ /Ozdxf(x)sin(ksx) (85)
by — :ﬁ /Oldxg(x)sin(ksx) (86)

3.5 Siirtyminen jatkumosta diskreettiin

Edellda tarkasteltiin siirtymistd diskreetistd tapauk-
sesta jatkuvaan. Joskus on tarvis tehd&d siirtyminen
péinvastaiseen suuntaan, jatkuvasta diskreettiin. Usein-
kaan jatkuvalla tapauksella ei ole analyyttistd ratkaisua.

[Esim. o(z) ei ole vakio.] Télloin voidaan jatkumoa ap-
proksimoida diskreetilld versiolla:

du 2

Ox

L:/Oeda: ["f) (gj)_g)

n n 2
Oi .2 Tit1/2 [ Hit1 — Mi
*azl?‘i‘“z 5 ( o )
i=

=0

(87)

Saadun diskreetin ongelman ominaistaajuudet ja ominais-
vektorit voidaan sitten laskea numeerisesti. Tétd varten
on olemassa erityisid tietokoneohjelmia. Yleistdmalla ta-
sapaksulle langalle saatuja tuloksia péaatelldan, ettd dis-
kreetti versio antaa hyvén approksimaation matalimmille
ominaisvérahtelyille, joiden aallonpituudet ovat suuria ver-
rattuna diskretointivéliin a. Korkeilla taajuuksilla, missé
vérdhtelyjen aallonpituus pienenee kohti a:ta, ei diskreetti
approksimaatio luonnollisestikaan voi toimia oikein.

Diskretointeihin pétee muutamia sééntojd, jotta tulos
olisi mahdollisimman luotettava.

e Derivaatat kannattaa diskretoida aina kayttden kahta
lahekkaisinta pistettd, esim. z;41 ja x; (kuten ylld), ei
esim.

ou

M1 — Hi—1
o el el
ox

HUONO.
2a

(88)

e Derivaattaa kertova funktio kannattaa arvioida diskre-
tointipisteiden vélipisteessd: 7(z) — 7(z; + a/2) =
Tiv1/2 (katso ylld). Jos témi ei ole mahdollista, on
kiytettiava keskiarvoa

Ju i1 + g i1 — i
U— — .
oz 2 a

e Kannattaa ensin diskretoida Lagrangen (tai Hamil-
tonin) funktio, ja sitten johtaa liikeyhtdlot téstd
kiyttien diskreetin tapauksen Lagrangen (tai Hamil-
tonin) yhtélsitd. Néin varmistetaan ettéd diskreetti on-
gelma on matemaattisesti jirkevi (joskaan ei fysikaa-
linen) myos ddrelliselld vilinpituudella a, eiké ainoas-
taan rajalla a — 0.

(89)

Jatkumoversio usein nédyttdd matemaattisesti elegantim-
malta kuin vastaava diskreetti versio. Siksi useat mate-
maattiset operaatiot kirjoitetaan jatkumolle. Joskus syn-
tyy kuitenkin vaikeuksia ymmértdd mitd ne tarkoitta-
vat. Talloin oikea tapa on siirtyéd diskreettiin tapaukseen,
ja pyrkia ymméartdméaian ongelma sielld, ja se usein on
helpompaa kuin yrittda kiyttdd pelkéstdin jatkumora-
jan késitteitd. Jatkumoteoria pitdd aina ymmértasd jonkin
syvillisemmén ja monimutkaisemman teorian rajatapauk-
sena.



4. Yleistad klassista kenttiteoriaa
(FW, G

Edelld tarkastelemamme lankaesimerkki on toiminut
johdatuksena yleiseen klassiseen kenttdteoriaan. Kirjoi-
tamme nyt samat tulokset yleisemméssid muodossa. Erityi-
sesti yleistdmme késittelyn kolmeen ulottuvuuteen, mutta
emme vield ota mukaan suhteellisuusteoreettisia (=relati-
vistisia) ilmidité.

Kolmessa ulottuvuudessa voimme yleistidé jatkumon La-
grangen funktion (64) muotoon

L= /dVE (u, Vu, au;m,t)
ot

missé tilavuusintegraali [ dV on tilavuuden V yli. Sovel-
lamme tdhin Hamiltonin periaatetta. Reunaehtoina vaa-
dimme nyt etté

(90)

oL
Ny ———————0u = 1
2;” 5(@ujom;) =" (01)
suljettu pinta A
Toistamatta téssid aikaisempaa johtoamme, lienee
hyvéaksyttavad ettd Lagrangen yhtédloiksi saadaan nyt
0 oL 0 oL oL
- - - V= = _ 2
Bt 9(0u/00) +ZZ_: 90 0@ujon) ou 0 Y

Témé on sama kuin edelld (69) lukuun ottamatta etté kes-
kitermissd x — x; ja summausta yli :n.

Toinen mahdollinen yleistys on ettd kenttis on useampia,
u — uy, missd k = 1,2,...,n. Koska jokaisen kentén kom-
ponentin variaatiot ovat riippumattomia, voidaan suoraan
kirjoittaa tulos

0 oL 0 oL oL
% 0(0un o) T Z 9z, 00w 0z oup 0 9
kaikille komponenteille erikseen (k = 1,2,...,n).

Tulee huomata, ettd vaikka johdimme Lagrangen funk-
tion (90) Newtonin mekaniikkaan perustuen, voimme so-
veltaa sitd myoOs aivan muihin tarkoituksiin. Esimerkkin&
tasta tarkastelemme Lagrangen tiheytta

£=5(ww—ww>—%w-w—vww. (94)

Téssd kenttd (a,t) on kompleksinen, ja t* on sen
kompleksikonjugaatti. Kompleksiluku voidaan esittaé kah-
den reaaliluvun avulla esim. ¥ = a + ib tai ¢» = Aexp(id),
joten liikeyhtalon 16ytéamiseksi voidaan soveltaa monikom-
ponenttikaavaa (93). Osoittautuu, ettd saadaan sama tulos

my6s kun riippumattomiksi muuttujiksi valitaan ¢ ja y*
(jossa tapauksessa lasku on kaikkein lyhyin). Liikeyht#loksi
saadaan (harjoitustehtévi)
. h2
i) = ——V?) + Ve,

95
5 (95)
mikd on Schrodingerin yhtdlé. Toisin sanoen, konstruoi-
malla sopivia Lagrangen tiheyksid voidaan saada aikaan
liikeyhtéloité, jotka eivét ole johdettavissa Newtonin me-

kaniikasta.

4.1 Sailymislait

Massapisteille méaériteltiin kanoninen liitkemddrd kaaval-

la
oL

94
Kenttéteoriassa méaaritelldan kanonisen litkemddrdn tiheys
kaavalla

i (96)

oL
= — 97
"= 9(0u/ot) (O7)
Tama voidaan ajatella diskreetin tapauksen raja-arvoksi
. Di
™=l %8)

(d on avaruuden dimensio: langalle d = 1.) Massapisteme-
kaniikassa mééritellddn Hamiltonin funktio

H=> pi—L (99)
i
Analogisesti méadritellaédn nyt Hamiltonin tiheys
ou
=n1— —L. 100
H=mn Er (100)

Hamiltonin funktio voidaan sitten Lagrangen funktion ta-
paan madritelld integraalina

H= /dVH.

Seuraavassa tarkastellaan Hamiltonin tiheytta funktiona
H(x,t). Téatd muuttujavalintaa korostetaan merkitsemlld
osittaisderivaattaa t:n suhteen

(101)

(3H> . (102)
ot ) p
Lasketaan tdmé 1dhtien médritelméstd (100)
oy _ (o) ou o [ocou
ot )y \Ot)p 0t ~0t2 |0uot
IS/ X TN T YT :
— 0(0u/0x;) 0t Ox; ~ O(Ju/Ot) Ot Ot ~ Ot |

Téssé toinen ja viides termi kumoavat toisensa. [Tdhén
juuri pyrittiin Legendren muunnoksella £ — H (100).] Saa-
om
ot ) 0t Oudt

daan siis
OH
(5).-
0%u oL

B g _ oL
— 0(0u/0x;) 0tOx; ot

Oou 0L Ou




Sijoitetaan m:n méiritelmé (97) ja kiytetiin Lagrangen
yhtélsd (92), jolloin saadaan

oy _
ot m_
_ocou
ou Ot

Z oL 6u
Ox; 0(Ou / 0x;)

— 0(0u/0x;) 0tdx; Ot

Ensimmaéinen ja kolmas termi kumoavat toisensa, ja yh-
distdmaélla toinen ja neljas saadaan

(&).-

Maéaritelladn vektori

-5 o | owajony )~ o

oL ou

i = ara o 1
5 d(0u/0x;) Ot (103)
Taté kayttden voidaan edellinen tulos kirjoittaa
oH oL
it S=—--— 104
(%), +vs=-% o

Oletetaan nyt ettd L ei riipu eksplisiittisesti ajasta
(0L/0t = 0). Télloin saadaan edellinen yhtélé muotoon

(8H>w+vs_o. (105)

ot
Tamé on samaa muotoa kuin jatkuvuusyhtélo: tiheyden
muutos ajassa voidaan ilmaista virran S divergenssin avul-
la. Useimmissa sovellutuksissa Hamiltonin tiheys on sa-
ma kuin energiatiheys, joten voidaan puhua energiatihey-
destd H ja energiavirrantiheydestéd S. Kaavaa (105) on si-
ten energian sdilymislaki. Laki (105) on lokaali koska se
koskee energiatiheyttd yhden pisteen ympéristossa.

Tarkastellaan energiaa tietyssd annetussa tilavuudessa
V. Téta vastaava Hamiltonin funktio

H:/VdVH(:c,t). (106)

Pitéden tilavuutta muuttumattomana saadaan aikaderivaa-

talle dH OH (, 1)
w?
&= /V v, (107)

Kiyttéen lokaalia siilymislakia (105) ja vektorirelaatioita

saadaan
@:—/dVV-S:—/da-S,
i v A

T&am4& on energian sdilymisen lain integraalimuoto. Jos vir-
taus S hévidd reunalla A (reuna mahdollisesti hyvin kau-
kana, tai reunaehdot takaavat tdmén), saadaan kokonaise-
nergian sailymislaki

(108)

dH
— = 109
o (109)
Mietiskelyn aihe: massapisteille saatiin vain kokonaise-
nergian sédilyminen (muistele analyyttisen mekaniikan kurs-
sia). Miksi nyt saadaan myds lokaalinen siilymislaki?

Muita sidilymislakeja

Edelld ollut Hamiltonin funktion siilymisen yhteydessé
kéytetty kaava (104) voidaan kirjoittaa muodossa

d oL Ou du

ot | 0(du/ot) ot } Zaxl[ d(0u/dx;) O ]
oL

== (110)

[Huom. téssd ja kaavassa (111) hakasulkulausekkeet on
taas ymmaérrettdvi vain x:n ja ¢:n funktioiksi.] Lagrangen
yhtilossd (92) aika ja paikka esiintyvit hyvin symmetri-
sesti. Kun edellisen kaavan johdossa sopivasti vaihdetaan
paikka ja aika kesken#in, saadaan kaava

0 oL  Ou

b <au/at>axj} ()
Ou oL

+Z ox; [ d(0u/dz;) O 5”/;} - dxj’

jonka voi osoittaa todeksi suoralla laskulla. Jos L ei ekspli-
siittisesti riipu x;:std (0L/0z; = 0), saadaan téstéd tihey-

den
oL ou

d(du/dt) dx;

lokaali sdilymislaki. Kaavan (111) jalkimmé&inen hakasulku-
lauseke voidaan identifioida vastaavaksi virran tiheydeksi.

P; = (112)

Lagrangen yht#lo (92) voidaan kirjoittaa muotoon

gw—i—V G—a—ﬁ

ot ou (113)

missé kanoninen litkemddrd on mééritelty kaavalla (97) ja

oL

Gi= 9(0u/0z;)

(114)

Jos Lagrangen tiheys ei riipu itse kentdn wu arvosta
(0L/0u = 0), saadaan téstd lokaalinen siilymislaki kano-
niselle liikeméérille. G identifioidaan tdlloin kanonisen lii-
kemééran virran tiheydeksi.

Integraalimuotoinen siilymislaki saadaan molemmissa
yll& olevissa tapauksissa samoin kuin energian tapauksessa.

Jos kentélld on useampia komponentteja uy, saadaan
joissain tapauksissa vield useampia séilymislakeja, joita ei
késitelld téssa.
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5. Suhteellisuusteoriaa

Kerrataan erikoisen suhteellisuusteorian perusteet. Tar-
kempi kisittely on esitetty mm. Landau&Lifshitz, The
classical theory of fields.

Erikoinen suhteellisuusteoria lihtee olettamuksesta, etté
valon nopeus on sama kaikille havaitsijoille, riippumatta
niiden suhteellisesta nopeudesta.

Lorentz-muunnos

Olkoon 7, jokin paikka-avaruuden piste ja t; jokin aika.
Niiden muodostamaa kokonaisuutta (z1, y1, 21 ja t1) kut-
sutaan tapahtumaksi. Olkoon kaksi paikka-avaruuden pis-
tettd r1 ja ro niin, ettd valo kulkee pisteestéd toiseen kun
aika kuluu hetkesté t; hetkeen ¢5. T4ll6in taytyy olla voi-
massa

(z1—22)° + (11 —12)° + (21— 22)* = *(t1 —12)* = 0 (115)

missé koordinaatit on mitattu jossain inertiaalikoordinaa-
tistossa K, ja c on valon nopeus. Jossain toisessa inertiaali-
koordinaatistossa K’ tapahtumalle 1 mitataan koordinaa-
tit x}, yi, 21 ja t} ja tapahtumalle 2 koordinaatit =%, y5,
2 ja th. Tallsin

!

1 —2)* = (th —t5)* = 0 (116)

(2} —25) +(y1 —y2)* + (2
missé ¢ on sama kuin kaavassa (115). Yleistamilla tété,
voidaan kahteen mielivaltaiseen avaruusajan tapahtumaan
liitta4 suure

7 = At —t2)? = (11— 22)% = (y1 —y2)* = (21— 22) (117)

Téata voidaan kutsua tapahtumien vdlimatkaksi.

Olkoon kahden tapahtuman vilimatkat s ja s’? kun ne
on mitattu koordinaatistoissa K ja K’. Edellisesti seuraa,
ettd jos s2 = 0, niin silloin myds s> = 0. Oletetaan nyt
avaruus homogeeniseksi. Esim. jos tapahtumien etiisyys
koordinaatistossa K muuttuu kaksinkertaiseksi, muuttuu
se kaksinkertaiseksi myos koordinaatistossa K’. T#sti seu-
raa ettd vilimatkojen tédytyy olla verrannollisia toisiinsa:

(118)

Téssé verrannollisuuskerroin a(V') voi riippua ainoastaan
koordinaatistojen suhteellisen nopeuden itseisarvosta.

Perustellaan seuraavaksi ettd a(V) = 1. Olkoon kolme
inertiaalikoordinaatistoa K, K; ja Ks, ja olkoon kahden
jalkimmaéisen nopeudet V; ja V5 ndhtyna K:sta. Téstd seu-
raa
5% = a(V)s3.

5% =a(Vy)s3, (119)

Myoskin
st = a(Via)s3, (120)
misséd V1o on Ko:n nopeus ndahtynéd K;:std. Naistd saadaan
a(Vs)
a(V1)

= a(Viz). (121)
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Mutta Vio:n taytyy riippua nopeuksien V; ja V; vilisestd
kulmasta. Koska kaavan (121) vasen puoli on tésté riippu-
maton, taytyy a:n olla V:sta riippumaton vakio. Samas-
ta kaavasta ndhdédan ettd tdmaén vakion téaytyy olla 1, siis
a(V)=1.

Vilimatka s? jakaa tapahtumaparit kolmeen eri luok-
kaan: ajan luonteisiin joissa s? > 0, valon luonteisiin joissa
52 = 0 ja paikan luonteisiin joissa s? < 0. Oheisessa kuvas-
sa on merkitty eri z-ct-tason tapahtumien luonne suhteessa
origoon (z =0, t = 0).

ACt
s2>0

s2<0

y><

s2=0

Pyritddn seuraavaksi méadrddméasn miten tapahtuman
koordinaatit muuttuvat kun siirrytéén inertiaalikoordinaa-
tistosta toiseen. Oletetaan ettd koordinaatisto K’ liikkuu
K:hon ndhden niiden yhteista x-akselia pitkin nopeudella
V. Oletetaan ettd myos y ja z akselit ovat samansuuntaisia
néissi koordinaatistoissa, ja ettd koordinaatistojen origot
yhtyvét ajanhetkelld 0.

X =Vt

Yksinkertaisin mahdollinen muunnos koordinaatistojen
vélilld on Galilein muunnos

/

z=1a +Vt, z=2z t=t.

)

y=1v, (122)
Tadmé& muunnos ei kuitenkaan toteuta vaatimusta, etti va-
lon nopeus olisi sama kaikille havaitsijoille, koska s2 ei ole
invariantti.

On ilmeisté ettd niin kauan kuin t = ¢’ ei s2:n invariantti-

suutta voida saada aikaan. Galilein muunnoksen minimaa-
linen yleistys olisi lineaarinen riippuvuus

ct = azx’ + aqct’.
(123)
Tédmé voidaan tulkita jonkinlaiseksi kierroksi tasossa
(z, ct). Téssé kierrossa tiytyy jadda invariantiksi vélimatka
5?2 = ?t? — 22 = "% — 22, Merkkid lukuun ottamatta
tdméd on sama ehto kuin tavallisten kiertojen suhteen eli
ettéd pisteiden etéisyydet sdilyvit. Tason tavallisista rotaa-
tioista tiedetdin, ettéd kiertoon liittyy vain yksi vapaa pa-
rametri, kiertokulma. Vastaavasti kierrossa (123) on vain
yksi vapaa parametri. Merkkierojen takia tavallisten sinin

r=ax +agct, y=1vy, z=2,



ja kosinin sijasta kannattaa kayttdd hyperbolisia funktioi-
ta:
x = 2’ cosh®) + ct’'sinhp, ct = 2’ sinh + ct’ cosh .
(124)

2 todellakin on invariantti

Laskemalla voi todeta ettd s
tésséd muunnoksessa.

Pyritddn identifioimaan ”kiertokulma”. Tarkastellaan
koordinaatistossa K koordinaatiston K’ origoa, eli ' = 0.
Télle saadaan kaavasta (124)

x = ct’ sinhp,

ct = ct’ cosh . (125)

Jakamalla saadaan
T
— = tanh 126
= = tanhy (126)

Téssé x/t on koordinaatiston K’ nopeus suhteessa K:hon,
siis

v
tanh ) = - (127)
Tasté saadaan
L4 1
sinhy = < ,  coshey) = (128)
1-% 1-%
Koko muunnokseksi saadaan siten
/ th t/ + Zx/

_ s —y, 2=2, t=—2 (129)

Vi-&

Taméi on Lorentz muunnos.

-2

Tarkastellaan muutamia Lorentz-muunnoksen seuraa-
muksia.

Koordinaatistojen suhteellinen nopeus ei riipu siitd kum-
masta koordinaatistosta katsotaan (etumerkkié tietysti lu-
kuun ottamatta). Todistus harjoituksena.

Jos kaksi tapahtumaa ovat ajanluonteisia, voidaan ai-
na 16ytdd koordinaatisto, jossa ne ovat samanpaikkaiset.
Jos kaksi tapahtumaa ovat paikanluonteisia, voidaan aina
l6ytéa koordinaatisto, jossa ne ovat samanaikaiset. Todis-
tus harjoituksena.

Jotta kausaalisuus toteutuisi kaikissa koordinaatistoissa,
ei hiukkasen nopeus edellisen perusteella voi ylittdéa valon
nopeutta. Hiukkasen rata on siis aina ajanluonteinen.

A Ct

Neliavaruuden matematiikkaa
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Kaydadn téssd ldpi merkintojd ja matematiikkaa, joita
tarvitaan myohemmin fysikaalisen teorian kehittelyssi.
Kukin tapahtuma vastaa jotain neliulotteisen avaruuden

vektoria. Aletaan merkitéd tapahtuman koordinaatteja seu-
raavasti

P =ct, at=x 2=y 2*=2 (130)
Téssa merkinnéssa vektorin ”pituus”
st = (2%)? = (21)? = (%) — (%) (131)

Mit# tahansa neljin komponentin A%, A, A2 ja A3 jouk-
koa kutsutaan nelivektoriksi jos ne muuttuvat koordinaa-
tistomuunnoksessa samoin kuin koordinaattinelivektori .
Lorentz-muunnoksessa niiden siis tulee muuttua seuraavas-
ti:

AO_A/O+%A/1 1_A/1+%A'O
V1-% V1-%
A% =A% A=A (132)
Otetaan lisdksi kdyttoon merkinta
Ag =A% Ay =-A', Ay =-A? A3=—-A3 (133)

Nelivektorin komponentteja, mitd merkitdén ylaindeksilla
(AY), kutsutaan kontravarianteiksi komponenteiksi. Niit#
komponentteja joita merkitddn alaindeksilli (A4;) kut-
sutaan kovaritanteiksi komponenteiksi. Usein kirjoitetaan
At = (A% A), jolloin siis 4; = (A%, —A). Nelivektorin pi-
tuudelle voidaan n#in kirjoittaa

3
AgA® + AL AY + A A% 4 A3A® =Y AAT, (134)
=0

missd summamerkki usein jéitetddn merkitsemétta.
Maaritellddn kahden nelivektorin skalaaritulo

A;B" = AgB° + A1 B' + A, B* 4+ A3 B3, (135)

Selvisti A; B* = A’ B;. Tamé tulo muodostaa neliskalaarin,
milla tarkoitetaan lukua joka ei muutu koordinaattimuun-
noksissa.

Huom. Kun on kyse vain kolmivektoreita siséltdvistd
lausekkeista, voimme (varovaisuutta noudattaen) kirjoit-
taa komponentti-indeksin ylos tai alas ilman merkinvaih-
toa: 2% = x4 (@ =1, 2, 3).

Miaritelldan yleisemmin nelitensori. Neliskalaari on nol-
lannen kertaluvun nelitensori ja nelivektori on ensimmaéisen
kertaluvun nelitensori. Toisen kertaluvun nelitensorilla tar-
koitetaan 16 komponenttista suuretta A%, joka muuntuu
koordinaattimuunnoksissa kuten kahden nelivektorin kom-
ponenttien tulot B*CY. Niille méritellisin ko- ja kontra-
variantit komponentit kunkin indeksin suhteen erikseen sa-
malla tavalla kuin nelivektoreille. Esim.

AOO AOI AOQ AOS

(Aik) _ AlO All A12 A13
- AQO A21 A22 A23

ASO A31 A32 A33



A%
Alg
A%
A3

—AO1
_All
_A21
_A31
Ago
—Aio
— Ay
—Asg

A0,
_A12
A2,
A3,

—Aon

_AOS
_A13
_A23
_A33
—Ap2
Aqo
Ag
Az

—Ap3
Ais
Az
Az

(136)
Az

Kun yla- ja alaindeksind on sama kirjain ymmérretdin
se aina summattuna. Esimerkiksi

ApiB' = ApoB® + A1 B + Ao B> + Ay B®,  (137)
misté tuloksena on nelivektori, tai
Aty = A% + Ay + A% + A%, (138)

misté tulee neliskalaari.

Tensoria kutsutaan symmetriseksi jos A% = A ja an-
tisymmetriseksi jos A% = —A*. Antisymmetriselle ten-
sorille kaikki diagonaalielementit havidvit: A% = AUl =
A?? = A% = 0. Symmetriselle tensorille myss A, = A",
jota voidaan siis merkitd myos A% :lla.

)

Maéritellddn yksikkotensori &

k
1 0 0 0
o100
0 0 0 1

Sen kontra- ja kovariantteja versiota merkitiin g'* ja gip.
Naiden molempien komponentit ovat

1 0 0 0
w0 =1 0 o0

@ =)=| 35 o -1 o (140)
0 0 0 -1

Téata kutsutaan myos metriseksi tensoriksi. Sitd voidaan
kédyttdd muunnoksissa kontra- ja kovarianttien komponent-
tien valilld. Esim.

gikAk = Aia glkAk = Aiv
Tensorit (5};, g% ja g ovat erikoisia siksi, ettd nii-
den komponentit ovat riippumattomia koordinaatistos-
ta. Sama ominaisuus on tdysin antisymmetriselld yk-
sikkotensorilla, e**™, joka on neljinnen kertaluvun ten-
sori. Sille maritelldsin €23 = +1, ja merkki vaihtuu aina
kun pareittain vaihdetaan indeksin paikkaa. Kaikki muut
elementit (joissa olisi siis vihintdén kaksi samaa indeksid)
ovat nollia.

Téssd yhteydessd on hyva kidyda ldpi myos tavallisen
kolmiulotteisen avaruuden tensoreita. Sielld mé&aritelldéin
tédysin antisymmetrinen yksikkotensori e,g, vastaavasti
kuin ylld. enp,:1ld on 6 = 3! nollasta poikkeavaa kompo-
nenttia jotka ovat

-1
(

€ryz = €ray = Eyza = 1, €rzy = €yxz = Cryx =

142)
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Sen avulla voidaan vektorien ristitulo C' = A x B kirjoittaa
Oa = eaﬁ'yAﬂB—y-

Tutkitaan antisymmetristd nelitensoria A%, Silli on 6
riippumatonta komponenttia, joten se voidaan kirjoittaa
kahden 3-vektorin a ja p avulla

0 Pz py P2
iky —Px 0 —az Gy
(amy=| e DT (143)
D —Gy Gy 0
Tassd puhtaalle paikka-avaruuden osuudelle A®? =
—eaBya~, Missé indeksit saavat arvot 1, 2 ja 3.
Olkoon ¢ jokin skalaarifunktio (2%, 21, 22 23).
Maéritelldédn sen neligradientti
9¢ ¢
- = (=—,V¢). 144
o = (2, V) (144)

Tamén taytyy olla kovariantti nelivektori, silld kokonais-
differentiaalin
99 .
-dx

de = ox?

tdaytyy olla (neli)skalaari. Siis gradientti kontravarian-
tin koordinaatin suhteen on kovariantti nelivektori (j
péinvastoin).

(145)

Neliavaruudessa voimme méaéritelld erilaisia integraaleja.
Esimerkiksi viivaintegraaleja olisivat

a:/dsf, b:/dxiA,-, ciz/d;l:if,
dik:/dxiAk.

Kaksi ja kolmiulotteiset integraalit voidaan my6s
médritelld, jos tarvetta tulee. Neliulotteinen integraa-
li funktiosta f on

/dxodxldedef = /de.

(146)

(147)

Téssé neliavaruuden tilavuuselementti df2 on riippumaton
koordinaatistosta. Todistus:

Matematiikan kursseissa (toivottavasti) osoitetaan etté
muuttujanvaihdossa

da"0dx" dx?*da’® = JdxPda da®da® (148)
misséd J on Jacobin determinantti:

8;v/0 8w/3

o (x/()) el m’3) oz0 0z0
J=—" " ‘7 = (149)

0 3 : :
(29, ..., 23) oot oo
ox3 Ox3

On helppo néyttdéd ettd Lorentz-muunnokselle (132) J =
1. (Sanallisesti tétd voisi luonnehtia siten, ettd Lorentz-
lyhenemisen ja aikadilataation vaikutukset tilavuuselemen-
tin kokoon kumoavat toisensa.)

Nyt palaamme takaisin fysikaalisen teorian kehittelyyn.



Nelinopeus

Suhteellisuusteorian perusajatus on etti kaikki inertiaa-
likoordinaatistot ovat samanarvoisia. Sen takia luonnonla-
kien pitédé olla koordinaatistosta riippumattomia. Fysikaa-
linen teoria on tésséd tapauksessa hyva muotoilla kdyttien
ainoastaan nelitensoreita. T&lla saavutetaan se etu, etté
teoria on automaattisesti riippumaton koordinaatistosta.
Eri suureiden arvot muissa kuin juuri tutkitussa koordinaa-
tistossa on talloin valittomasti saatavissa, silld nelitenso-
reiden komponenttien muuttuminen koordinaatistosta toi-
seen on kiinnitetty ylld. Siirtyminen komponenteista neli-
tensoreihin on analogista sen kanssa kun siirrytdén avaruu-
den koordinaateista (z,y, z) vektorin r kiyttoon.

Pyrkidksemme noudattamaan ylld olevaa periaatetta,
meidéan olisi méaariteltdvi hiukkasen nopeutta kuvaava ne-
litensori. Vakiotekijad lukuun ottamatta téssa ei ole muuta
vaihtoehtoa kuin méaaritelld nelinopeus derivaataksi

B dz?

ds’

ui

(150)

Tésséd pituuden differentiaali

ds = \/c2dt? — da? — dy?® — dz2

dz\? dy\ > dz\? / v2
= 2 _ _— — — — _— = 1 _ —
dt\/c (dt) (dt) (dt) cdt c?’
missé v on hiukkasen tavallinen (kolmiulotteinen) nopeus.
Saadaan esimerkiksi

da! d "
t= = SHE . — (151)
5 cdty/1— z—i cy/1— 2—2
joten koko nelinopeus voidaan kirjoittaa
. 1
ul = — (152)
\/ 1-% c\/ 1- %
Koska dz'dz; = ds® saadaan
wlu; =1, (153)

siis ainoastaan nelinopeuden 3-vektoriosa (komponentit 1-
3) siséltéid riippumatonta informaatiota.

Vaikutusintegraali

Pyritdan muodostamaan vapaan hiukkasen liikeyhtalot.
Liikeradaksi taytyy tietysti tulla suoraviivainen liike, mut-
ta kysymys onkin miten tdmé voidaan lausua suhteellisuus-
teorian periaatteita noudattaen.

Kaytetddn Hamiltonin periaatetta. Siind liike tapahtu-
masta a tapahtumaan b méaérdytyy ehdosta ettd vaikutus-

funktionaalilla on minimi, eli sen variaatio haviai:
0S8 =0. (154)

Vaikutuksen S tdytyy olla neliskalaari. Se on erittiin ra-
joittava ehto. Miettiméll& eri vaihtoehtoja voi todeta, etta

itse asiassa ainoa vaihtoehto, ja samalla erittédin yksinker-
tainen sellainen, on valita

b
Sz—a/ ds,

missd « on jokin vakio. Koska ds on neliskalaari, on myos S
(155) neliskalaari. [Huom. Nelinopeudesta u’ voi konstruoi-
da skalaarin u'u;, mutta timi on vakio (153), joten se on
hyodyton S:44 muodostettaessa.|

(155)

Jotta voisimme ymmiértdd S (155) kirjoitetaan se ai-
kaintegraalina, kuten aiemmin on totuttu [kaava (1)]:

b ty 2
S:—a/ ds=—ac/ 1 — —dt. (156)
a ta c
Téastéd voimme identifioida Lagrangen funktion
02
L=—-ac 1—0—2. (157)
Oletetaan nyt ettd hiukkasen nopeus v < ¢, jolloin
v2 av?
L:—aq/l—c—zz—ac—i— 50 (158)

Ensimmaéinen termi on epédolennainen vakio. Toinen termi
on sama kuin aiemmin tuttu vapaan hiukkasen L = %va,
kun identifioidaan « mec. Olemme siis erittdin tyy-
tyvéisid, ja kirjoitamme lopullisessa muodossaan vapaan

hiukkasen vaikutusintegraalin

b
S:—mc/ ds

ja Lagrangen funktion

(159)

(160)

Energia ja liitkem#ira

Liikemé#érin lauseke méérdytyy tunnetusti (96) Lagran-
gen funktiosta. Relativistiselle hiukkaselle L (160) antaa

p=—22 (161)
U2
Vo =
Téméd yhtyy tuttuun lausekkeeseen p = mu

epdrelativistisella rajalla v < c. Liikem&&drd p diver-
goi kun v — c.

Energia saadaan laskemalla Hamiltonin funktio (99):
(varataan symbolit E ja H vastedes sihko ja magneetti-
kentille)

E=H=v-p-1L, (162)

misté saadaan

(163)
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Levossa olevalle hiukkaselle (v = 0) saadaan

E = mc?, (164)
miké on lepoenergia. Epérelativistisella rajalla
2, 1 5
E ~ me® + Fmv’, (165)

missi toinen termi on tuttu epérelativistinen kineettinen
energia.

Pyritdén lausumaan energia E = H liikemééran p funk-
tiona. Edellisistd kaavoista saadaan relaatio

E? 2 2.2
2 =P +m=c”. (166)
tai
E = cy/p? + m2c2. (167)
Pienille nopeuksille (v < ¢) saadaan
E ~ mc? + ﬁ. (168)
2m
Ultrarelativistisella rajalla (p > mc) saadaan
E ~ cp. (169)

miké péitee eksaktisti jos m = 0. Kuva piirretty olettaen p
x-akselin suuntaiseksi (p, = p, = 0).

E a ultrarelativistinen alue

2
mc Cpy

»
>

A

E = cp,

eparelativistinen alue

Kaavoista (161) ja (163) saadaan myds relaatio

E
p= v (170)
Mairitellaan nyt neliliikeméairs p':
p' = meu’, (171)

eli vakio kertaan nelinopeus. Vertailemalla edelld johdettu-
ja kaavoja havaitaan ettd p*:n paikkakomponentit ovat sa-
mat kuin liikkem#aran ja aikakomponentti on vakiotekijai

vaille energia:
/= (50)

Ymmaérretddn siis ettd energia ja liikemé&drd ovat koordi-
naatistosta riippuvia suureita, mutta yhdessi ne muodos-
tavat nelivektorin, joka on koordinaatistosta riippumaton.
Yleiset nelivektorien muunnoskaavat (132) antavat ener-
gian ja liikem&&dran mielivaltaisessa koordinaatistossa, jos
ne molemmat ovat tiedossa yhdessd koordinaatistossa.

E
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On huomattava, ettd energian identifiointi nelilii-
kemé#drdn nollanneksi komponentiksi (E = ¢p°) edel-
lyttéd, ettd lepoenergia (164) on laskettu mukaan energi-
aan. Siis suhteellisuusteoriassa energian nollataso on hyvin
madritelty, kun taas eparelativistisessa mekaniikassa ener-
giaan voitiin aina lisétd mielivaltainen vakio ilman mitéaén
seuraamuksia.

Sailymislait
Edelld tarkasteltiin yhtd vapaata kappaletta. Yleistys

useampaan kappaleeseen on suoraviivainen: jokaiselle kap-
paleelle on oma terminsé Lagrangen funktiossa:

2 2

v [ v

L = —mc? 1——2—>—02§ my 1——2’“.
c - c

Toinen oleellinen yleistys on ottaa huomioon kappalei-
den viliset vuorovaikutukset. Jatkossa tullaan erityisesti
kasittelemédn sdhkomagneettista vuorovaikutusta, ja eri-
tyisesti konstruoidaan sen Lagrangen funktio. Kuitenkin
jo ennen titd on hyvé lausua yleisemmaét energian ja lii-
kemiéidrdn siilymislait. Nimittdin (kuten analyyttisen me-
kaniikan kurssissa opittiin) energian sidilyminen on seu-
rausta siitd, ettd Lagrangen funktio ei eksplisiittisesti rii-
pu ajasta. Vastaavasti, liikemé&dran sdilyminen seuraa siité,
ettd Lagrangen funktio ei eksplisiittisesti riipu paikkakoor-
dinaatista.

(173)

Suhteellisuusteoriassa energian ja liikkemé&aran

sdilymislait yhdistyvét luonnollisella tavalla:

Hiukkasjoukon nelilitkemddra sdilyy kun systeemin Lagran-
gen funktio on invariantti neliavaruuden siirroissa.
Lagrangen funktion sallitaan siis riippua ainoastaan kap-
paleiden koordinaattien erotuksista esim. z!, — x}, 2, — x!
jne.



6. Varaukset sihkomagneettisessa
kentissa

Edella esitettyyn vapaan hiukkasen teoriaan saadaan to-
dellista sisaltoa vasta kun siihen voidaan lisdtd hiukkas-
ten valisid vuorovaikutuksia. Téssd kurssissa keskitytdan
sahkomagneettiseen vuorovaikutukseen. Kehitdmme hiuk-
kasten ja sihkomagneettisen kentén klassista teoriaa kah-
dessa vaiheessa. Ensin tarkastelemme hiukkasia annetussa
ulkoisessa kentéssé, ja sen jalkeen tutustumme kentén it-
sensd dynamiikkaan.

Nelipotentiaali

Vapaan hiukkasen vaikutusintegraali (159) johdettiin
ylld. Epérelativistisessa mekaniikassa ulkoinen kentté otet-
tiin mukaan lisddmalld vaikutusintegraaliin potentiaaliter-
mi

ty
S = So+ Spots  Spot = —/ AtV (). (174)
t

a

Télla kertaa suhteellisuusperiaate ankarasti rajoittaa mah-
dollisia valintoja. Yksinkertaisin valinta muodostaa nelis-
kalaari, jossa hiukkasen paikka kytkeytyy johonkin poten-
tiaaliin, on skalaari potentiaali A ja

b
Spot == —/ Ads.
a

Téamé& valinta ei kuitenkaan johda sdhkémagnetismin teo-
riaan (harjoitustehtévi).

(175)

Seuraavaksi yksinkertaisin tapaus lienee valita vuorovai-
kutustermiksi

b b
Spot = —e/ Ada’ = —e/ A;utds. (176)

Téssd potentiaalina esiintyy nelivektori
(177)

Kutsutaan ¢:td ja A:ta skalaari- ja vektoripotentiaaleik-
si. Téssd vaiheessa e on jokin vakio, sekd ¢ ja A jotain
kenttid, jotka toistaiseksi ovat tiysin tuntemattomia. Ehka
kannattaa kuitenkin jo vihjata, ettd jatkossa e tullaan iden-
tifioimaan sdhkoévaraukseksi, ja ¢ ja A sdhkémagneettisen
kentdn potentiaaleiksi. Kirjoitetaan vield kokonaisuudes-
saan tutkittava vaikutusintegraali

b
S = / (—meds — eA;da?) . (178)

Léhdetdéan pyorittamédn tuttua koneistoa. Kirjoitetaan
nelivektorit auki

S = /ab (—mcds — e%cdt +eA- dr)

ty 2
= / —mey\[1— 2ot eA - v | dt. (179)
t

a

Tastd voimme identifioida Lagrangen funktion

L——mczy/l—ﬁJreAn;fe
= 2 P.

Merkitdén kanonista litkem#drds (96) Pild. Sille saa-
daan

(180)

mv

P= +eA=p+eA,

2
v
-

(181)

missd p on vapaan hiukkasen liikemé&dra. Energialle saa-

daan

ch

— tep.
/1 _ v2
C2

Energian ja liikeméiirin vélille saadaan relaatiot [vertaa
(166)]

E=H=v-P-L= (182)

H— 2

( - w) =m22 + (P—cA)?, (183)

H= \/m204 +¢2(P—eA)® +eop. (184)

Pienille nopeuksille (v < ¢) saadaan likimé&&rin

1

L = —mc+ §mv2 +eA-v—ep, (185)

p = mv=P—eA, (186)
1

H = mc+ 5 (P eA)’ + ep. (187)

Némaé relaatiot ovat samat kuin johdettiin analyyttisen
mekaniikan kurssissa, lepoenergiaa tietysti huomioimatta.
Kiinnitetd&n huomiota siihen ettd Hamiltonin funktiossa
kineettinen energia itse asiassa on %va, ja vektoripoten-
tiaali esiintyy siiné vain sen takia, ettd H kuuluu ilmaista

kayttden kanonista litkeméarad P.

Liikeyht15t

Hiukkasen liikeyht#lot saadaan Lagrangen yhtélosté (3),
joka voidaan kirjoittaa

oL

d (0L
Bl ) 1
dt (61}) or (188)
Téssd on kiytetty merkintas
of . of _of . 0f
2 G5 459 1
da x@az +y8am +z8az7 (189)
josta V on erikoistapaus
0
=2, 1
or (190)
Lasketaan L:std (180) ensin paikkaderivaatta
L
g—r =eV(A-v)—eVop. (191)

Sovelletaan kaavaa

V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax(Vxb)+bx(V xa),
(192)
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jolloin

oL

o = e(v-V)A+evx (VxA)—eVo. (193)

Liikeyhtiloksi (188) saadaan

% (p+eA)=e(v-V)A+evx (VxA)—eVe. (194)

Huomataan viela ettd A:n kokonaisderivaatta

D gy _ DAOr 0ADy 0AD: oA
ac” 7 9x ot Oy Ot 0z Ot Ot
0A
(v-V)A+ 5 (195)
Sijoittamalla tdma saadaan liikeyht&lo
dp 0A
Pl eVp+evx (VxA). (196)

Oikealla puolella kaksi ensimméisté termid ovat riippumat-
tomia hiukkasen nopeudesta, kun taas kolmannessa esiin-
tyy nopeus v. Kaavan yksinkertaistamiseksi tuntuu siksi
jarkevilta madritelld kaksi uutta kenttaé:

0A
E = ——— 197
5 VY (197)
B = VxA. (198)
Nailla liikeyhtélo saadaan muotoon
d
dit’ —¢E+ev x B. (199)

Niisté identifioidaan sdhkokentti E, magneettikentti B ja
sihkovaraus e. (Huom. téssd kurssissa e on mielivaltainen
varaus, jolla ei valttdmétta ole yhteytté elektronin varauk-
seen.) Kaavan (199) oikea puoli tunnetaan Lorentzin voi-
mana.

Pienille nopeuksille (v < ¢) liikkeméérille p (161) voi-
daan approksimoida p = muw, jolloin saadaan jo lukion
kurssista tuttu (?) litkkeyht&lo

d
m—v:eE—l—eva.

o (200)

Madritelldin  kaavasta (182) vasemman puolen en-
simmaéinen termi kineettiseksi energiaksi

2

Ein = — . (201)

’L)2

V-~

Laskemalla voi helposti osoittaa etté

dEkin dp
—v. 2 202
at U dt (202)

Sijoittamalla liikeyht#lostd (199) ja kdyttdmilld v-vx B =
0 saadaan
dExin

L —ev- FE.

(203)

Néhdadn ettd vain sdhkokenttd tekee tyotd, mikd johtuu
siitd ettd magneettikenttd on kohtisuorassa nopeutta vas-
taan.

Mittainvarianssi

Kentét E ja B ovat Lorentzin voiman (199) perusteella
mitattavissa olevia suureita. Samaa ei tdysin voi sanoa neli-
kentastd A*. Nimittidin A® voidaan korvata toisella kentélld

of
/ —_— ¢ o —
A=A -5 (204)

missi skalaari f = f(20, 2%, 22, 23). Kun tdmé sijoitetaan

vaikutusintegraaliin (178), syntyy lisidtermi

b af ) b
/ € .dxlz/ edf =ef(b) —ef(a). (205)
a 6$l a

Tamé on vakio, jolla ei siis voi olla mitdéin vaikutusta lii-
keyht#lsihin. Muunnosta (204) kutsutaan mittamuunnok-
seksi. Todetaan ettéd edelld kehitetty teoria on mittainva-
riantti, eli se ei muutu mittamuunnoksessa. Nelipotentiaa-
lin komponenteille (177) kirjoitettuna mittamuunnos saa
muodon (totea)

0
@’:(p—a—‘:, A=A+ VY (206)
On hyvi todeta vield suoraan ettd niilld ei ole vaikutusta

kenttiin E (197) ja B (198).

Niahdéaén ettd f voidaan aina valita niin ettd skalaaripo-
tentiaali hividd [f = [ ¢dt]. Sama ei yleisesti ole mahdol-
lista A:lle.

Ajasta riippumaton kentti

Ajasta riippumattomille kentille F ja B voidaan poten-
tiaalit valita myds ajasta riippumattomiksi. (Perustelu pa-
lautuu olennaisesti lauseeseen ettd jos V x a = 0, niin on
olemassa g siten ettd a = Vg.) Ajasta riippumattomassa
tapauksessa siis voidaan valita

E=-Vyp (207)
ja B =V x A (198). Siis molemmilla kentilld on omat
toisistaan riippumattomat potentiaalit. Ndhddan ettd ¢
on médritelty vakiota vaille. A on sen sijaan on edelleen
epamaédridinen skalaarifunktion gradientilla.

Kun kentti ei riipu ajasta, on kokonaisenergia (182) va-
kio:

2

Ji-g

Ajasta ja paikasta riippumaton kentti

E= + e = By + ep = vakio. (208)

Jos séhkokenttd E ei riipu paikasta, voidaan se esittda
potentiaalilla

p=—FE-r. (209)
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Jos magneettikenttd B ei riipu paikasta, voidaan se esittéa
vektoripotentiaalilla

1
A=-Bxr.

5 (210)

Tamé& on symmetrinen mitta. Toinen vaihtoehto on Lan-
daun mitta
Az = _Byv

A=A, =0 (211)

kun B on z-suuntaan. Osoita harjoituksena ettd molem-
mat mitat antavat vakiomagneettikentén B2, ja osoita etta
jalkimmaé&inen saadaan edellisestd mittamuunnosfunktiolla

f=—-xzyB/2.

Liike vakiosidhkokentissi

Demonstroidaan edelld olevaa teoriaa yksinkertaisessa
tapauksessa, missd hiukkanen liikkuu ajallisesti ja paikal-

lisesti vakiossa séhkokentdssi E = Ey (B = 0). Lii-
keyhtélosté saadaan
Pz =0, p,=eFE. (212)

Tutkitaan tapausta jossa hiukkasella on liikettd myos z-
suuntaan:
py = ebt.

Pz = Po, (213)

Kiyttiden kaavaa Ey;, = cy/p? + m2c? saadaan

Exin = \/m204 +c2pg + (ceBt)? = \/E% + (ceEt)2.

(214)
Kiyttamélld kaavaa v = c¢?p/Ey, saadaan
d 2 2
i _ C” Do _ Poc ) (215)
dt Exin  /E2 + (ceEt)?

N&dhd&an ettd xz-suuntainen liike on nopeimmillaan kun ¢t =
0, ja hidastuu kun |¢| kasvaa. Integroimalla saadaan

= Cep% arsinh ngt (216)
mista
cfEf b _ inh ecETj (217)
Analogisesti y-koordinaatille
d ceEt cebt
d%fl " Eam VE2 + (ceEt)? (218)

Nahdaan ettéd y-suuntainen nopeus ldhenee valon nopeutta
kun ¢ — oo. Integroimalla saadaan

1 Eg eFx

=——/E2 Et)?2 = — cosh 219
v= VB (Bt = oo O (219)
Liikerata on siis ketjukdyrd y = a cosh bz.
Epérelativistisella  rajalla ~ voidaan  approksimoida
Ey = mc? ja po = mug jolloin pienilld z:m arvoilla
. eBx?
y = vakio + g (220)

Tamé on paraabeli, joka saadaan Newtonin mekaniikan
mukaisella laskulla (totea).

Liike vakiomagneettikentéssi

Tutkitaan hiukkasen liiketté ajallisesti ja paikallisesti va-
kiossa magneettikentiissd B (E = 0). Liikeyht&lo (199) on
talloin p

det’ =ev X B.
Kaytetddn taas relaatiota v =
Exin = E on vakio saadaan

(221)

c?p/Eyin. Tietiien ettd

(222)

Kiinnitetddn B = Bz, jolloin voidaan Kkirjoittaa kompo-
nenttimuodossa

Vg = Woy, Uy = —wuy, U, =0, (223)
missé olemme méaritelleet
c2eB
= 224
w="2 (224)

Yhtélot on kétevi kirjoittaa méérittelemélld kompleksinen
NOPEUS Uy + 10Uy:

d(vg +1 . .
M = —zw(vz 4+ “;y), (225)
dt
Téastd ndhdidn heti ratkaisu
Vg + iUy = aexp(—iwt) (226)

Valitsemalla integrointivakio a = wvo exp(icr), saadaan

Vg = Vo cos(wt + ), vy = —vggsin(wt +a)  (227)
missd o on vaihekulma alkuhetkelld ja
vor = /U2 + 02 (228)

on vakionopeus z-y-tasossa. Integroimalla nopeudet saa-
daan ratkaistua liike paikka-avaruudessa:
(229)

x=x0+rsin(wt + @), y=yo+ rcos(wt+ )

missé

Vot votlE _ Db
w c?eB eB
ja py on liikemééra z-y-tasossa. Liike z-suuntaan on tasais-
ta

(230)

Z =29+ ’UOzt. (231)

Hiukkanen liikkuu siis helikaalista rataa pitkin, joka sul-
keutuu ympyriksi jos vp, = 0. Kulmataajuutta (224)
kutsutaan syklotronitaajuudeksi. Epérelativistisella rajalla
(E ~ mc?) se on riippumaton hiukkasen nopeudesta:

eB
W —.

— (232)
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Liike loivasti muuttuvassa magneettikentéssi

Tutkitaan tapausta jossa magneettikenttd muuttuu loi-
vasti paikan funktiona. Koska E = 0, on energia vakio ja
liikeyht&lo on kuten edelld

dv e

v < B.
P e

(221)

Kaytetaan sen ratkaisuun hdiriélaskua. Yleisesti oletetaan
ettd B(r) voidaan esittdd Taylorin sarjana jonkin pienen
parametrin suhteen

B=BY +BY +B® 4 | (233)

missé yldindeksi tarkoittaa termin kertalukua. Téssé ta-
pauksessa termit aiheutuvat B(r):n paikkariippuvuudesta:

B(ry),

Vastaavasti kehitelm& voidaan muodollisesti kirjoittaa
myos yhtalon ratkaisulle

BO = BY = ([(r—ro) - V|B)y, ,... (234)

v=0" oM 4@ 4 (235)
Sijoittamalla sarjat liikeyhtdloon saadaan

d(v® + oM + )
dt

e 0 1
7(1;()_1_”()_1[_ )

= x (BO + BW 1)

Jotta tdmi yhtélo olisi voimassa, tdytyy sen toteutua
jokaiselle kertaluvulle erikseen:

dv©® e
_ L0y BO 9
p7 s ) (236)
1 2
dZi):fET( ﬂ>x1#®-+v@>xzﬂ)) (237)

Nollannen kertaluvun yhtélo (236) ratkaistiin jo edelld. Si-
joitetaan sen ratkaisu (227)-(231) ensimméisen kertaluvun
yhtéléon (237). Valitaan gradienttikehitelmén (233) kehi-
tyspisteeksi radan keskipiste (ja ajanhetki ¢ = 0), ja rajoi-
tutaan téssé tarkastelemaan vain z-suuntaista liiketta

(1) 2 2
dve " c’e (B(nvgn BWy (@) ce

d  E \Y E
) 0B, 0B, 8By
X { [ro sin(wot) pe (wot) Ny ﬁ}
X Vot cos(wot)
- {ro sin(wgt)@ + 70 cos(wgt)& + g t%]
or oy =0z

X [—wot sin(wpt)] }7

missd alaindeksi suureissa wg ja ro tarkoittaa, ettd ne on
laskettu kentiilld B(©).

Tavoitteenamme on tarkastella z-suuntaista liikettéd
mittakaavalla, misséd hiukkanen tekee lukuisia kierroksia

BY:q ympdari. Riitté4 siis tarkastella v, :n aikaderivaattaa
keskiarvoistettuna useiden kierrosten yli. Vain kaksi termia
kuudesta antaa jotain nollasta poikkeavaa:

70V 0B, + %
0Vot o dy

2
— Yoo ; (238)

missé jalkimméisessi muodossa on kiytetty kaavaa (230)
sekd kaavaa V - B = 0 (joka oikeastaan johdetaan vasta
myShemmin).

Edellisesté tuloksesta voidaan johtaa (harjoitus) etti yh-
den kierroksen sisédn sulkeutuva magneettivuo
2
9 k2 v2
mr°B = —— — = vakio X
c*e? B
on adiabaattinen invariantti, eli se el muutu, jos magneet-
tikentdn muutos yhden kierroksen kuluessa on pieni. (Huo-
maa ettd magneettikentdn kokonaismuutosta pitkdn ajan
kuluessa ei mitenkiiéin rajoiteta).

2
.3 (239)

Adiabaattisesta invariantista (239) n#hddin ettd jos
hiukkanen on kulkemassa kohti kasvavaa magneettikenttéa,
tiytyy myos vyn kasvaa. Kokonaisnopeus v? = v2 +v? py-
syy kuitenkin vakiona, koska energia siilyy. Jos magneet-
tikentté kasvaa niin suureksi ettd vy = v, ei hiukkanen voi
endd jatkaa etenemistd z suuntaan, vaan kadntyy takaisin
(pyorien edelleen samaan suuntaan).

Adiabaattinen invarianssi voidaan yleisemmin osoittaa
kanonisten muuttujien muodostamalle suureelle
1

I= pdq

o (240)

(katso Landau-Lifshitz, Mechanics). Ylli késitellyssi ta-
pauksessa tdmé on ekvivalentti kaavan (239) adiabaattisen
invariantin kanssa (ep#olennaista vakiotekijid lukuun ot-
tamatta).

Kenttiatensori

Edella johdettiin liikeyht&lot késittelemélls aika- ja paik-
kakoordinaatteja erikseen. Yritetddn nyt johtaa liitkeyhtalot
suoraan nelivektorimuodossa. Lahtokohtana on vaikutusin-
tegraali (178), jonka variaation

b
08 = 5/ (—meds — eA;da’) (241)
a

pités hivitd kun varioidaan hiukkasen polkua: z* — z* +
dz. (Huom. relativistisessa teoriassa myos aikakoordinaat-
tia pitda voida varioida, joten poiketen analyyttisen meka-
niikan kurssissa kiytetystd sopimuksesta dz° = cdt # 0.
Ainoa rajoitus on ettd variaatiot hévidvét nelipisteissid a
ja b.) Katsotaan ensin viivaelementin ds = /dx;dx? vari-
aatiota

Ods 1

dds = -0da® = - ———=2dx.6da”
* = Bda T2y dmldx ThOG
_ danbdit sk, (242)

ds
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Myoskin voidaan muuttaa jirjestysti ddz® = déx®. Vaiku-

tusintegraalin variaatiolle lasketaan sitten

b
08 = / (—mcukdéwk — edA;dx’ — eAid(Saci) . (243)

Osittaisintegroimalla saadaan (sijoitustermit havidvét)
(244)

b
08 = / (mcémkduk — edA;dx’ + eéwdek) .

Ilmaisemalla kaikki integroinnit viivaelementin ds avulla ja
kaikki variaatiot dz*:n avulla saadaan

d 3
0S = / <mc§ K &k
Ok
/b ( duy,
= me— —
o ds
Koska variaatiot d2*(s) ovat riippumattomia, voi timsi

hévitd vain jos sulkulauseke havida kaikille & = 0,1,2 ja
3. Saadaan siis

A
Fulds + edak x 0Ax ’d>
Ozt

0Ai i, 04k i\ s k
eaxku+€8z >5xds

duk aAl aAk ;
— = : ' 24
s T <8xk ot ) “ (245)
Miéaritelladn sdhkdémagneettinen kenttitensori
04; 0Ag
Fy; = =, 24
KT 9xk T Ot (246)
Sen avulla saadaan
dug
= — eFLu 247
me ds - et (247)

Téamé on liikeyhtélo nelivektorimuodossa esitettyna.

Harjoitus 1. Sijoittamalla  A; = (p/c,—A)
kenttdtensorin  médritelméan osoita, ettd esimerkiksi
Fy1 = E,/c ja koko tensori

0 E./c E,/c E./c
_ —Ez/c 0 -B, B,
(Fri) = _E,Jc B. o B | (248)
—E.Je -B, B, 0
0 —-E;/c —-E,/c —E./c
ki E,/c 0 -B, B,
(F™) E,/c  B. 0 _B,
E.Je -B, B, 0

Harjoitus 2. Osoita etti litkeyhtélon (247) paikkakom-
ponentit antavat aiemman 3-vektorilitkeyhtdlon (199). Sa-

maten osoita ettd aikakomponentti antaa energiayhtédlon
(203).

Kentin Lorentz-muunnos

Pyritdan selvittdméadn kuinka E ja B muuttuvat
Lorentz-muunnoksessa. Kenttétensorista (248) n#hdddn

ettd —FE,/c muuntuu kuten yleisten nelivektorien tulo
C'Dt:

C/O chl D/l ZD’O
CODl —
FE g
copt 4 f(C'OD/O + C«/lD/l) + ch/lD/O
— C - L; C .
C
Tésta padtelldan
o GO %(G’OO JrG/n) + \F/T?Gdo
GO = ~ SR S
=

Soveltamalla téta antisymmetriseen kenttétensoriin, havai-
taan ettii FO1 = F'01 siis E, = E’. Samaan tapaan jatkaen
saadaan muunnoskaavat

o g BtV E,-VB,
z — g y — 1_‘%27 z 1_Lj’
x x y I z
1- 1-
(249)

Niistd kaavoista nidhdddn, ettd jos K':ssa ainoastaan
B! # 0, niin K:ssa havaitaan samansuuntainen magneetti-

kenttd B, = B./+/1 — V?2/c?, mutta myos sihkokenttd

E=VB.y=BxYV. (250)

Kéaytetadn tata yleistdméadn edelld laskettu vakiomagneet-
tikentdn tapaus siithen ettd vakiokentdt E ja B ovat toi-
siaan vastaan kohtisuorassa. Toteamme (harjoitus) ettd
tuloksena on helikaalinen liike magneettikentissi B’ =
B./1 — (FE/cB)? yhdistettyné heliksin akselin liikkeeseen
nopeudella V= E x B/B>.

Kentin invariantit

Kenttétensorista (248) voidaan muodostaa seuraavat ne-
liskalaarit

I = F*Fy, Iy =™ FyFyp. (251)
Koska neliskalaarit eiviat muutu koordinaattimuunnoksis-

sa, todetaan pienelld laskulla ettid kombinaatiot

E? - ?B% = 7102[1,
2
ovat koordinaatistosta riippumattomia. Nahdain siis ettéa
jos E ja B ovat kohtisuoria jossain koordinaatistossa, ne
ovat kohtisuoria kaikissa koordinaatistoissa (tai erikoista-
pauksessa toinen hividi).

1
E-B=—ccl (252)

Pariteetti ja ajankdinto

Edelld olemme tarkastelleet sitd miten fysikaalinen teoria
kayttaytyy eri koordinaattimuunnoksissa. Yhteistd kaikil-
le muunnoksille on ollut ettd ne muodostavat matemaat-
tisen ryhmdan. Edella tarkastellut tapaukset lisdksi muo-
dostavat jatkuvan ryhmén, jossa jokainen muunnos on

20



ollut jatkuvasti muunnettavissa identiteettimuunnokseksi.
Esim. Lorentz-muunnos (132) muuttuu identiteetiksi, kun
koordinaatistojen suhteellinen nopeus ldhestyy nollaa.

Joskus on hyodyllistd tutkia myds muunnoksia, jotka
eivit ole jatkuvasti muunnettavissa identiteeteiksi. Téassa
tarkastellaan kahta sellaista.

Pariteettimuunnos eli inversio tarkoittaa ettd avaruuden
paikkavektorin merkki muutetaan

r——r, t—t (253)

Aikaa ei siis muuteta téssd. Pariteettimuunnoksessa teo-
ria muuttuu toiseksi teoriaksi. Monissa tapauksissa tdmén
uuden teorian liikeyhtdléiden muoto on sama kuin alku-
perdinen. Joissain tapauksissa liikeyht&lot ovat jopa ident-
tiset alkuperéisten kanssa. Esimerkiksi Newtonin mekanii-
kassa pariteettimuunnoksella ei ole vaikutusta Lagrangen

funktion )
L=—-mr

2

kineettisen energian termiin mutta potentiaali V() kor-
vautuu potentiaalilla V' (—r). My®6s liikeyhtéldiden muoto

2_V(r) (254)

p=-VV(r) (255)

— —=VV(-r). Erityi-
r) liikeyhtélot siilyvit

siilyy silli p — —p ja VV(
sesti keskeispotentiaalissa V' =
tdsmaélleen samanlaisina.

7)
V(

Kolmivektoreita jotka muuttuvat pariteettimuunnokses-
sa kuten paikkavektori (253) kutsutaan polaarisiksi. N&ité
ovat esim. v ja p. Toiset vektorit taas eivdt muuta merk-
kiddn, esim. kulmalitkeméérd L = r x v — (—7) X (—v)
L. Tallaista vektoria kutsutaan aksiaaliseksi.

Jotta Lorentz-voiman lauseke (199) siilyisi pariteetti-
muunnoksessa, todetaan ettd E on polaarinen ja B ak-
siaalinen vektori.

Nelivektoria, joka muuntuu pariteettimuunnoksessa
(253) kuten nelivektori (ct,r) [siis (c¢t,r) — (ct, —r)], kut-
sutaan todelliseksi nelivektoriksi. Yleisemmin tensoria, jon-
ka komponentit muuntuvat kuten todellisten nelivekto-
rien tulot, kutsutaan todelliseksi tensoriksi. Tensoria, jo-
hon tulee tdmén lisdksi ylimédrdinen miinusmerkki kutsu-
taan pseudotensoriksi. Erityisesti neliskalaari on todellinen,
jos se el muuta merkkié, ja pseudoskalaari, jos se muuttaa
merkkidin pariteettimuunnoksessa.

Niahd#én ettd metrinen tensori (140) on todellinen, kun
taas e’*'™ on pseudotensori. Kenttitensori F** (248) on
todellinen tensori. Skalaareista (251) I on todellinen ja Iy
pseudoskalaari.

Toinen mahdollinen diskreetti muunnos on ajankddnto:

t— —t, T—r1.

(256)

Lorentz-liikkeyhtdls  (199)  sdilyy  muuttumattomana
ajankddnnossd kun FE pysyy muuttumattomana ja B
vaihtaa merkkidén.

Yleisesti voidaan todeta ettd sdhkomagnetismin teo-
ria on invariantti sekd pariteettimuunnoksessa ettd
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ajankdinnossd: kaikki suureet muuttuvat niin ettd lii-
keyhtdloiden muoto siilyy. Tamé& ei kuitenkaan ole
luonnon yleinen ominaisuus: heikoissa vuorovaikutuksis-
sa ei ole pariteetti- ja ajankddntosymmetriaa. Myoskaan
makroskooppiset yhtdlét eivdt useimmiten ole inva-
riantteja ajankddnnossd koska niissd esiintyy kitkavoi-
mia. Sen ymméirtdminen, ettd makromaailmassa ei ole
ajankdantosymmetriaa vaikka mikrotasolla se on voimas-
sa, on yksi tilastollisen fysiikan keskeisisté kysymyksisti.



7. Sdhkémagneettiset kenttayhtalot

Edella tutkittiin varausten liiketta sdhkomagneettisessa
kentédssd. Nyt pyrimme ymmértaméadn miten itse kentta
syntyy. Katsotaan kuitenkin ensin, mitéd tiedetédin sdhko-
ja magneettikentisté jo edellisen perusteella.

7.1 Maxwellin yhtalot

Ensimmadiset kaksi Maxwellin yhtiloa

Edella johdimme yht&lot

E = 7% - Vo (197)
B=VxA (198)

Ensimmaisestd voidaan laskea
VxE:—%VxA—Vng). (257)

Jalkimmaéinen termi hévidd koska yleisesti V x V = 0.
Sijoittamalla (198) saadaan

9B
ot

Kiyttimilli hyviksi V - (V x C) = (V x V) - C = 0
saadaan yhtdlostd (198)

VxE= (258)

V- -B=0. (259)

Yhtalosita (258) ja (259) kutsutaan kahdeksi ensimméiseksi
Mazwellin yhtdloksi.

Maxwellin yhtélot voidaan esittdd myoOs integraalimuo-
dossa. Integroidaan (259) tilavuuden V' yli ja kiytetddn
Gaussin lausetta

0:/dVV~B:%da-B, (260)
misté saadaan
%da .B=0. (261)
Vastaavasti integroidaan (258) pinnan A yli
/da-VxE:—/da-a—B. (262)
ot
Sovelletaan Stokesin lausetta
/da~VxE:%dl~E, (263)
jolloin saadaan
%dl E*fi/da B (264)
S dt '

Yhtélot (264) ja (261) ovat kaksi ensimmiéistd Maxwellin
yhtélod integraalimuodossa.
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Maxwellin yhtélot voidaan esittédd myos nelivektorimuo-
dossa. Kenttétensorin méiritelméstd (246) voidaan laske-
malla ndhd4d ettd

OFy,  OFgy  OF;
Oz ort  Oxk
Tarkempi tutkiskelu osoittaa etté télla on tasan neljé riip-

pumatonta komponenttia, jotka ovat identtisidi Maxwellin
yhtélsiden (258) ja (259) kanssa.

=0 (265)

Kentéan vaikutusintegraali

Jotta saisimme tédydellisen sihkomagnetismin teorian,
meidén olisi luotava yhtélot jotka kuvaavat miten kenttd
syntyy. Esimerkki téllaisesta relaatiosta on Coulombin la-
ki, joka sanoo, etti pistevaraus e pisteessd rg synnyttai
sdhkokentéan
1 e(r—rmro)

P = G e v

(266)

Tésséd on kuitenkin se vika, ettéd se ei tdytd suhteellisuus-
teorian vaatimusta. Kaava (266) nimittiin antaa ettd jos
varauksen paikka r¢ muuttuu, muuttuu sdhkokenttd sa-
manaikaisesti kaikkialla avaruudessa. Suhteellisuusteorias-
ta taas seuraa ettd valon nopeus on signaalin maksimi ete-
nemisnopeus. Suhteellisuusteoria siis vaatii ettd luovumme
vuorovaikutuksista, jotka vaikuttavat valittomésti kahden
eri pisteen valilla.

Ongelma voidaan ratkaista siten, ettd kuvaamme
sidhkokenttid yhtéloillé, joissa esiintyy vain infinitesimaali-
sen ldhella toisiaan olevia pisteitd. Toisin sanoen, kuvaam-
me sité differentiaaliyhtéloilla.

Konkreettisena mallina toimii kurssissa edella esitetty
jatkuvan materian késittely: siind kukin massapiste vuoro-
vaikutti suoraan vain lihinaapurinsa kanssa. Pyritdén siis
muotoilemaan sidhkdmagnetismi siten ettd nelipotentiaali
A? muodostaa jatkuvan materian kaltaisen kentéin. Hamil-
tonin periaatteessa myos A*:n funktionaalista riippuvuutta

koordinaateista (z°, 2%, 2%, #3) on siis varioitava.

N&dhdaédn pian, ettd edelld kirjoitettu vaikutusintegraali
(178) ei ole riittédvd. Sen sijaan meiddn on kirjoitettava
vaikutusintegraali joka yleisesti on muotoa

S = S + Sk + Sk (267)

Téssé ensimméinen termi on vapaiden hiukkasten (mate-
rian) osuus (159). Toinen termi on kentén vaikutusinte-
graali, silloin kun materiaa ei ole paikalla. Viimeinen on
termi, joka kuvaa materian ja kentdn kytkeytymistéd toi-
siinsa. Toistaiseksi olemme tarvinneet vain osaa Sy, + Smk
(178). Kun haluamme johtaa kentén yhtdlot, meidén olisi
tunnettava myos Sy.

Perustamme Sy:n johdon seuraaviin oletuksiin. En-
sinndkin oletamme (kuten jo edelld Sy, + Smi:lle) ettd
sen taytyy olla esitettdvissd nelitensoreilla. Toiseksi ole-
tamme, ettd sihkomagnetismi on mittainvariantti teoria.
Tasté seuraa, ettd Sy taytyy olla ilmaistavissa mittainva-
riantin suureen F* avulla (tai jos A° esiintyy eksplisiitti-
sesti, tdytyy mittainvarianssi erityisesti osoittaa, kuten ter-
min Sy tapauksessa.) Kolmanneksi oletamme etté kentén



yhtéloiden tulee olla lineaariset. Tamé perustuu kokeelli-
siin havaintoihin: jos varaukset 1 synnyttédvit kentdt E;
ja B ja varaukset 2 kentdt E5 ja Bs, nididen varausten
yvhdessd muodostamat kentét ovat E1 + Es ja By + Bs.

Viitdmme ettd ainut kaikki ehdot téyttdva vaihtoehto
on

Sk =—a / dtdV F* .. (268)
Téssd a on vakio. Integrointi on koko neliavaruuden yli
(dV = dx'dz*dx?). Voidaan osoittaa ettii pseudoinvariant-
ti I (251) on kokonaisdifferentiaali, ja siksi se liséisi vain
vakion vaikutusintegraaliin.

Osoittautuu ettéd vakio a ei ole fysikaalisesti olennainen.
Sen valinta kiinnittda sdhkosuureiden yksikot. Téssé kurs-
sissa kdytdmme SI jérjestelmdd, missd vakiolla on arvo
a = 1/(4uo), missi py = 41077 kgm/C?. Tissi cou-
lombi C on séihkévarauksen yksikks. Madrittelemme mydos
toisen vakion ey = 1/(c?pug). [Teoreettisen fysiikan kannal-
ta olisi ollut kédteviampéas valita a paljaaksi luvuksi, esi-
merkiksi cgs yksikoissd a = 1/(167). Mielestéini on kuiten-
kin tdrkedmpéa ettd kdytdmme yksikkojéarjestelméd jonka
kiytostd on kansainvilisesti sovittu.]

Kirjoitamme vield kentdn vaikutusintegraalin nelivekto-

rimuodossa
1

S = — dQF*F, 269
" 4poc / g (269)
(dQ) = dz°dztdz?dx®) seké kolmivektorimuodossa

Sy = %0 /dth(E2 —2B?). (270)

Koko vaikutusintegraali on

i 1 ik
S:—Z/mcds—Z/eAidm —m/dQF Fix,
(271)
missd summaukset ovat eri hiukkasten yli. Tam& on

tdydellinen vaikutusintegraali klassisille hiukkasille joiden
vililla on sihkomagneettisia vuorovaikutuksia.

Nelivirta

Edelld on tarkasteltu diskreetteja pisteméisia varauksia.
Jatkossa on kuitenkin kiatevampéa tarkastella varausta jat-
kuvana suureena. Méaaritellidn varaustiheys p siten etta
pdV antaa tilavuuselementissé dV olevan varauksen. Jat-
kuvasta varauksesta voi aina siirtya diskreettiin tapaukseen
kirjoittamalla p summaksi deltafunktioita:

p(r) = Z erd(r —rg), (272)
k

misséd r; on varauksen e paikka.

Varaus on koordinaatistosta riippumaton suure. Siksi
my6s de = pdV:n taytyy olla. Kerrotaan tdmén molem-
mat puolet dx’:1l4:

dz?

de dz® = pdVdx' = pdVdt 7

(273)
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Tamén suureen tiaytyy olla nelivektori. Koska tilavuusele-
mentti d€) = dVdt on neliskalaari, pdddytaéin siithen ettd
nelivirta

; dx’
b= 274
Jt=rg (274)
muodostaa nelivektorin. Nelivirran paikkaosa on
sahkdovirrantiheys
j=pv. (275)

Nelitensorin aikaosaksi saadaan cp, joten nelitensori voi-
daan kirjoittaa

j't = (cp, ). (276)
Kokonaisvaraukselle voidaan kirjoittaa integraali
1 o 1 &
dVp = p vy’ = p dSrj". (277)

Téssd viimeisessé muodossa on paikkaintegrointi ajateltu
integroinniksi neliulotteisen avaruuden 3-ulotteisen hyper-
tason yli, missd dS, = (dV,o0) titd hypertasoa vastaan
kohtisuora vektori jonka pituus on hypertason elementin
koko. Yleisemmin integraali

1

/dSkjk.
C

(278)

voidaan ajatella kolmiulotteisen hyperpinnan yli, jonka
normaali ei valttAmétti ole vakio vaan koordinaattiriippu-
va ajanluonteinen nelivektori. Integraali antaa niiden va-
rausten summan, joiden maailmanviiva kulkee tdméan hy-
perpinnan lépi, ts. niilld on yksi tapahtuma télld hyperpin-
nalla.

Kirjoitetaan vaikutusintegraalin (271) kytkentéitermi va-
raustiheyden avulla:

—Z/dwieAi = —/dV/dxipAi
- —/dV/dtdx pA; /de’Ai.

att T e
T&td muotoa kdyttden vaikutusintegraali (271) saa muo-
don

1 9 1 ik
Sz—Z/mcds—E/deAi—m/dQF F,
(

280)

(279)

Toiset kaksi Maxwellin yhtal6a

Seuraavaksi varioimme vaikutusintegraalia (280) kentén
suhteen. Variointi hiukkasten paikkojen suhteen on jo tehty
edelld silld viimeinen termi ei vaikuta siihen. Varioinnissa
kentédn suhteen ensimmaéinen termi ei vaikuta ja saadaan

1 . 1
68 = —7/dQ (j%SAi + FZkaFik) : (281)
c 210

Kéyttden kenttétensorin méadritelmad (246) saadaan

1 y 1 ., 05A 1 ., O5A;
88 =—= [dQ | j'6A; + — F*k 2 _— pikZ )
S c ./ (j * 2p10 ozt 2pe  OxF )
(282)



Osittaisintegrointi antaa (hyperpintatermit hévidviit)

05 =
1 . 1 QF 1 QF

— [ dQ | j0A; — — ——0A ———0A;
c/ <] 20 921 0T 2y o )

1 . 1 OF% 1 OF%
- 0Ot — — —_ A,
c /d (J 2o Oxk - 2o Oxk ) '

1 .1 OF*
— = dQ |+ —=—) 4,
0/ (‘7 - o Oxk )

Koska variaatiot A; ovat mielivaltaisia, voi S = 0 vain jos
sulkulauseke héviga.

(283)

Saadaan siis

aFik P
ok —HoJ - (284)
Tésséd on neljd yhtédlod (i = 0, 1,2 ja 3). Esimerkiksi
OF Rl 9F12  9p1? .
= —loJ 285
Ox0 Ox! Ox? Ox? Kol (285)
e | 9E, 0B. OB
el A Y= pioje. 286

Vastaavasti komponenteille ¢ = 2 ja 3, joista yhdessi saa-
daan

OF .
V X B = eypo—, + foJ-

287
5 (287)
Komponentille : = 0 saadaan
v.E="2, (288)
€0

Yhtélot (287) ja (288) ovat jialkimmiiset kaksi Maxwellin
yhtéloéd. Yhdessé aikaisempien (258) ja (259) kanssa

0B
VXE = —E

V-B = 0

(289)
(290)
ne taysin madrdaavat sihkomagneettisen kentdn dynamii-

kan. Huomaa ettd yhtalot ovat lineaariset, kuten edelld
vaadittiin.

Uudet yhtdlot voidaan my6s kirjoittaa integraalimuodos-
sa. Samoin kuin edellisten kanssa saadaan

%dl'B:60#0%/da~E+Mo/da~j. (291)
a

1
?{da~E:—/de.
€0

Téssd kurssissa on edelld kasitelty jatkuvuusyhtaloa
energialle (105). Vastaava yhtilo sdhkovaraukselle on

j
(292)

Ip
—+V.-3=0 293
joka nelivektorimuodossa voidaan kirjoittaa
a5
- (294)

drt

Varauksen jatkuvuusyhtélo seuraa vilittoméasti Maxwellin

yhtéloistd. Tama on erityisen helppo ndhdé kayttéden neli-

vektorimuotoa (284):
o jl 82 Fik
ori MO rigLk

(295)

miké hiividi koska kenttiitensori F** on antisymmetrinen.
Johda harjoituksena séilymislaki (293) kolmivektorimuo-
toisista Maxwellin yht#loisté.

7.2 Energia ja liikemé&ara

Yleinen johto

Yleisen kenttéiteorian yhteydessé tarkastelimme Lagran-
gen funktiota (90) jota vastaava vaikutusintegraali on

®
S = /dt/dvc (u@,vu“),agt;m,t) . (296)

(Olemme ottaneet mukaan sen mahdollisuuden ettd kent-
tid on useampia kuin yksi, mistd aiheutuu indeksi kentéssé
u(®).) Nelivektoreiden avulla timi voidaan kirjoittaa muo-

toon
1 (Ol
S = f/dQLZ (W, u” a:)
c ox*

Tésté johdettiin Lagrangen litkeyhtilot (92), jotka nelivek-
torein kirjoitamme muotoon

(207)

9 oL o
Azt 9(ou® /ozt)  dul®

=0, (298)

missd summaussopimuksemme mukaan on summaus yli
7.
Itse asiassa olisimme voineet johtaa jadlkimmaiset

Maxwellin yhtélot (284) suoraan kiyttamilli Lagrangen
liikeyhtilod (298).

Jatkossa tutkimme Lagrangen tiheytté, jossa ei ole ek-
splisiittista riippuvuutta koordinaateista x*, siis

¢
S = 1/dm: (M, 8“(,)> .

c ox*
Yleisen kenttéteorian tapauksessa tutkittiin tapausta, jos-
sa L ei riippunut eksplisiittisesti ajasta ¢t. Télloin Hamilto-
nin tiheydelle saatiin johdettua lokaali siilymislaki (105).
Nyt meilld on vastaava tilanne myos paikka-koordinaattien

osalta, joten odotamme kolmea uutta siilymislakia. Osoi-
tamme seuraavassa ettéd energia-liskemddrdtensori

(299)

ou'® oL
T* = : — sk 300
— Ox' 0(0ulV) /oK) (300)
toteuttaa séilymislain
oT;"
=0. 1
Dk 0 (301)



Todistus ei olennaisesti poikkea aiemmista vastaavista:

or* 9% oL
oxk  dxkoxt 9(ou® /oxk)
+(‘E%L(e) 0 oL sk oL ou®
oxt Ok 9(0u® /ozk) TP\ Ou® Ox*
oL ?u®)
=0 302
+6(8u(4)/8x’”) Ok dzm™ ’ (302)
missd, termit kumoavat toisensa, kaksi keskimmaéisti
kéyttden litkeyhtdlod (298).
Olemme siis saaneet neljia kappaletta lokaalisia

siilymislakeja (301). Erityisesti komponentti

ou® oL
T = —-L=H 303
ot 9(ou® /o) (303)
antaa energiatiheyden. Siilyva integraalisuure
. 1 0 1 ik
Pt = p T7dV = - T"dS), (304)

on siten identifioitavissa nelilitkeméériksi (172).

Séilymislaki (301) ei méérdd yksikisitteisesti energia-
liitkemésirdtensoria 7. Voidaan nimittdin aina muodostaa
toinen tensori

T/Zk — Tzk 7 Zkl. 305
+ ¥ (305)

Jos funktio ¥** on antisymmetrinen kahden viimeisen in-
deksinsé suhteen (%! = —i*) nihdisn

or''t Tk B)
8xk 8$k 8x’€8xl

ikl __

(306)

Voidaan osoittaa, ettd tdméi epdmédrdisyys poistuu, jos
vaaditaan ettd siilyva kulmaliikemédrian nelivektori kon-
struoidaan yksinkertaisesti 7%%:n avulla. Téstd vaatimuk-
sesta seuraa, ettd TF:n tdytyy olla symmetrinen. (Katso
Landau-Lifshitz, Classical theory of fields.)

Kirjoitetaan séilymislaki (301) integraalimuodossa sa-
maan tapaan kuin energian tapauksessa (105)-(109). Ero-
tellaan ensin aika- ja paikkaderivaatat (o =1, 2 ja 3):

197

1ore  ore
c Ot

5ea =0 (307)

Integroidaan tilavuuden V' yli ja muutetaan pintainte-

graaliksi
[av

Energialle (¢ = 0) tdmé on sama kuin (108) ja voimme
idetifioida energiavirrantiheyden S = (¢TI, cT02,cT03).
Komponenteille ¢ = 1, 2 ja 3 vasen puoli antaa liikemaéra
aikaderivaatan tilavuudessa V. Oikea puoli siis kuvaa tila-
vuuteen ulkopuolelta kohdistuvaa voimaa. Téssé esiintyvaa

1d :
— [avT? =—
dt

o7 B
x>

_ % da®T™™. (308)

C
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kolmitensoria 7% = 0,5 kutsutaan jinnitystensoriksi. Ti-
lavuuteen V' ulkopuolelta kohdistuva voima F’siis

Fg = —?{daaoga. (309)

(tédssé da, = da®.) Koko energia-litkemééritensori voidaan
siis kirjoittaa

H/ Sg/c Syjc S./c

' S,/c o o o

Tzk _ T T Ty Tz 310

(™) Sylc Oya Oy Oy (310)
S./c 0. 0  Oa

Pelkki sihkémagneettinen kentti

Tarkastellaan ensin kenttda ilman varauksia, jolloin

r—__1 pi

F;;. 311
4,”0 J ( )
Koska riippumattomat muuttujat ovat A’ saadaan
04, oL
=" _§FL. 312
Ox' 0(0A,/0xk) (312)
Lasketaan
oL 1 JF;;
0(0A;/oxk) — 2pug 0(0A;/0xF)
1 .. 1
= ——F9 (6051 — 0adjn) = ——F*. (31
o (0ikdj1 — 6iadjn) o (313)
Niin saadaan
. 1 04 1 .
le:_iiFkl - szlmFm- 314
po Ox; - 4o : (314)

Tamé el ole symmetrinen. Se saadaan symmetriseksi
lisaamalla termi

104" 4
to Ozt

_ 19
o Ot

(ATFH) (315)
misséd puhdas divergenssimuoto on seurasta Maxwellin
yht#losta (284) ja oletuksesta j¢ = 0. Lisiksi ¢! =
A'F* /115 on antisymmetrinen kahden viimeisen indeksinsi
suhteen, joten T%*:n s#ilymislaki ei muutu (306).

Saadaan siis  sdhkomagneettisen kentdn  energia-
litkemddrdtensori
ik 1 i okl 1 ik plm
T = — | =F"WF*" +—-g""F"™"F., | . (316)
Ho 4
Se on symmetrinen. Sen jélki
T! = 0. (317)

Laskemalla komponenteittain saadaan energiatiheys

(

1

E2
,% J—

[
c2 ST

318
S0 (318)

BQ> = %OEQ +



energiavirrantiheydelle Poyntingin vektori

S:iExB

m (319)

sekd, Mazwellin jinnitystensori

€0

1
2 2 2 2 2 2
> (-E2+ E2+ E2)+ —(—B:+ B, + B2)

wa
240

1
Opy = —€0 B By — Iu—BQCBy7
0

jne. Yleisemmin

1 1 /1
Top = €0 (5QBE2 — EaE[3> + m (5aﬁ32 — BaBg)
0

2 2
(320)

Sidhkémagneettinen kentti varauksien kanssa

Kun materiaa on paikalla, koostuu
litkem&dratensori kentéan ja hiukkasten osuudesta:

energia-

TF = 705 4 ¥,

K2

(321)

Lasketaan ensin kentédn osuuden divergenssi

ar®™r 1/ oF oFF 1 OFim,
= (e FM = By ORI )
Ox 140 ox or 2 or
(322)
Kiytetisin hyviksi (284) ja (265)
OF* 0F OFy  OFy,
S mo_ 9T 323
ok MO T oxm Oxt’ (323)
jolloin
ar®™! 1 [ oFy 1, 9Fy
1 o T Fklf };v2 ‘lffFlm T
Oxk 140 Oxk ot =5 dxm
1 OF;
——Fm T = Fygt 24
2 axl > Zl] I (3 )

missd muiden termien kumoutuminen havaitaan sopivilla
summausmuuttujanvaihdoilla.

Pyritdan seuraavaksi muodostamaan materian osuus.
Edelld méérittelimme varaustiheyden p (272). Analogisesti
p:n kanssa médrittelemme massatiheyden

¢(r) = Z mid(r — ri). (325)
k

Kéyttden neliliikemééirdn lauseketta (171) voimme téstéd
maédritelld myos materian neliliikeméérén tiheyden

Ceu,. (326)
Varaustiheydesti p piittelimme nelivirran j* = p(dz* /dt).
Téysin analogisesti voimme nyt neliliikeméérin tiheydesta
padtelld sen nelivirran

k
T _ ey, T

o (327)

joka on haluttu materian osuus energia-
liikeméa#ratensorista. T&m& on symmetrinen tensori
silla .
- dx . pds
Tk — e fZ2 . — Coyful =2, 328
Ceu p Ceu'u o (328)
Lasketaan
aT(m)iC 0 dz* Ou; dx®
gor  Cligr (C dt) el 3%

Analogisesti nelisihkovirran séilymisen kanssa (294) to-
teuttaa my6s massavirta ¢(dz* /dt) siilymislain joka on

0 dz*
O (Y
Dz dt
Siis ensimméinen termi lausekkeessa (329) héividi ja saa-
daan

(330)

8T(m)i-C Ou; dz* du;
=c( — =c(C .
Oxk Oxk dt dt
Lorentz-litkeyht#ls (247) voidaan kirjoittaa massatiheyden
avulla muotoon

(331)

d .
Cc% = pFyu’. (332)
Téata kdyttden saadaan
BT(m)iC du; ds Ox® .
g = g = pFut = Fap—— = Fuj". (333)

Kombinoimalla (324) toteamme ettd koko systeemin
energia-lilkemé#éritensori  (321) toteuttaa siilymislain
(301). Tam& periaatteessa seuraa jo yleisestd teorias-
ta, mutta tédssd haluttiin varmistua mm. siitd, ettéi
kenttdosuuden symmetrisoinnista (315) ei tullut mité&n
lisdiongelmia.

Kirjoitetaan séilymislait vield energialle ja liikemé&arélle
erikseen. Kentélle muistetaan (318)

1

T(k)OO _ 9E2 732 4
> + o (334)

ja materialle (327)
T = ¢Pu® = " Eiind(r — 71 (335)

missé Eyi, on hiukkasen kineettinen energia (201). Inte-
graalimuodossa (308) lausuttu siilymislaki saa muodon

d €0 2 ]. 2 f
— Exin d —F —DB =—¢da-S.
dt{z ¢ +/ V<2 +2#0 a3
(336)
Vastaavasti saadaan liikemé&érille

d
r [Zp+/dVeoE>< B} = —]{daaaﬁa, (337)
B

missé p on suhteellisuusteorian mukainen litkemé&éra (161).
Summauksissa tulee ottaa mukaan ne hiukkaset jotka ovat
integrointitilavuuden V sisélld. Kun oletetaan etta hiukka-
set eivét kulje pinnan ldpi koostuvat S ja og, ainoastaan
kentén osuuksista (319) ja (320).
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Sailymislait (336)-(337) voi johtaa myos ldhtien kolmi-
vektorimuotoisista Maxwellin yht#lsistd (harjoitus).

Nyt on hyvd pysdhtyd miettimadn mitd on saavutet-
tu. Muistellaan kun analyyttisen mekaniikan kurssin alussa
johdettiin energian ja litkemé&érian sdilymislait hiukkasjou-
kolle. Sielld tutkimme potentiaalia Vi () hiukkasten vililla
ja saimme globaalit sdilymislait

Z T + = Z Vi = vakio,

k;él

(338)

Zpk = vakio.
k

Vertaamme néitd juuri saatuihin séilymislakeihin (336)-
(337). Uudet lait ovat sikili rajoittuneempia, etté ne koske-
vat vain sahkomagneettista vuorovaikutusta. Uudessa teo-
riassa olemme saavuttaneet seuraavat muutokset.

Tulokset ovat taydellisesti yhtéapitavida suhteellisuus-
teorian kanssa.

Staattiset potentiaalit ovat korvautuneet dynaamisella
kentalla.

Kenttd vaikuttaa seké energian etté litkemé&éréin tihey-
teen.

Séilymislait ovat voimassa mielivaltaiselle tilavuudel-
le, ei ainoastaan globaalisesti.

7.3 Ajasta riippumaton kentté

Coulombin laki

Tutkitaan sdhkokenttés joka ei riipu ajasta. Maxwellin
yhtélot tésséa tapauksessa ovat

v.E=L VvxE=o0 (339)
€0
Kenttéd voidaan ilmaista potentiaalin avulla
E=—-Vop. (207)

Sijoittamalla ylempaan Maxwellin yhtdloon saadaan Pois-

sonin yhtdlo

Np=Vip= _L
€0
Jos varaustiheys hévidi, saadaan téstd Laplacen yhtdlo

(340)

Ap = 0. (341)

Lasketaan pistevarauksen e muodostama kenttd. Symmet-
riasta seuraa ettd kentédn pitdd olla sddevektorin r suun-
tainen.

Pallon yli integroitu Maxwellin yhtdlo (292) antaa
4nr?E(r) = e/eo, josta saadaan Coulombin laki

1 1
= —7 =.
dmeg 72 dmeg T

e (&

¢ = (342)

Usean varauksen aiheuttama potentiaali saadaan summana

Ly
47T60 % |’I"—'I"k"

o(r) = (343)
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Sama integraalimuodossa

1 p(r')
= av’ . 344
() 4meq / |r — 7| (344)
Sidhkostaattinen energia
Edelld johdettiin sdhkokentén energia
U=— [ dV E* (345)

2

Kéyttden E = —V saadaan

Uv=-2
2

AV E-Vy —%]{da-Ew—i—%/dV@V-E.

(346)
Pintaintegraali havida kun kun tilavuusintegrointi on koko
avaruuden yli (olettaen ettd varaukset sijaitsevat rajoite-
tussa alueessa). Soveltamalla tilavuusintegraaliin Maxwel-
lin yhtéloéd saadaan

= %/degp, (347)
tai diskreeteille varauksille
U - % ij exo(Th). (348)
Sijoittamalla potentiaali (343) saadaan
; ok (349)

Suhteellisuusteoriasta seuraa etté téysin jaykkaa kappa-
letta ei voi olla silli muuten signaalin etenemisnopeus ei
olisi rajattu valon nopeuteen. Siksi klassisessa teoriassa al-
keishiukkasia (joilla médritelmén mukaan ei ole sisdisté ra-
kennetta) on pidettdvé pisteméisend. Nyt havaitaan ener-
gialausekkeesta (349) ettd pisteméisen varauksen energia
on #ddreton. Klassinen kenttéiteoria ei ilmeisesti siis pysty
ristiriidattomasti késittelemédn hyvin pieniéd etiisyyksié.
Arvioidaan tdmé etiisyys oletuksesta, ettd elektronin le-
poenergia mc? olisi samaa suuruusluokkaa kuin ro-séteisen
varatun pallon sdhkostaattinen energia ~ e2/(4megro).
Taté sddetté

e2

=2.107"m (350)

4megme?

kutsutaan elektronin klassiseksi siteeksi. [Huom. kvantti-
mekaniikka tulee olennaiseksi jo suuremmalla etdisyydella
h/(mc) =4-10713 m]

Oletetaan jatkossa ettd jokin mekanismi stabiloi elekt-
ronin, ja tekee sen omasta kentdstd aiheutuvan energian
adrelliseksi vakioksi. Voimme sitten jattdd tdmé vakioter-
min huomiotta, ja kirjoittaa varausten keskinéiselle ener-

gialle
T2 47reo Z Z |r

€Le]
351
P (351)



Nihdddn siis ettd energian séilymislaissa (336) esiin-
tyvd kentén energia (345) redusoituu analyyttisessi me-
kaniikassa kisiteltyyn tapaukseen (338) staattisten (ja li-
kimédraisesti myos hitaasti liilkkuvien) varausten tapauk-
sessa.

Liike Coulombin kentissi (ei 05)

Analyyttisen mekaniikan kurssissa késiteltiin
epérelativistisen hiukkasen liikettd keskeispotentiaalissa.
Erityisesti tarkasteltiin Coulombin potentiaalia (342).
Tehd&an tissad sama lasku relativistiselle hiukkaselle.

Oletetaan keskuskappale niin raskaaksi, ettd sen liike
voidaan unohtaa. Kyseessd on edelleen tasoliike, joten
kédytetddn napakoordinaatistoa, jossa Lagrangen funktio

(180)
P2 4+1r242 o
L=-mef1- 22
me c? r

Koska L ei riipu eksplisiittisesti ¢:td eikd t:std, saadaan
liikevakioiksi kulmaliikem&éara

(352)

oL mr¢

P = T aran (353)
V1- e
ja energia
_ 2
Hzfpr+¢P¢—L:L.+g (354)
1_ 7247242 r
C2

Kuten epérelativistisessa tapauksessa, pyritdén lausumaan
7 ja ¢ liikevakioiden ja r:n avulla.

Nyt 7:n ja q'S:n ratkaiseminen on algebrallisesti monimut-
kaisempaa kuin epérelativistisessa tapauksessa. Yksi vaih-
toehto on ilmaista ensin H oikeiden muuttujiensa funktiona

/ 2
p «
H=c p%+7§+m2c2+;.

(Totea tédmé varmuuden vuoksi vield laskemalla.) Tisté voi
myoOs ratkaista

1 2 pj
PrZ\/Q(H—a> ——(g—m%Q.
c r T

Toivotut muodot 7:1le ja gi):lle saadaan nyt kayttamalla Ha-
miltonin yhtaloita

(355)

(356)

. OH cp,
T = a = >
Pr /p% + % +m202
2
_ AVEE- R
= = % ,
. OH Py
¢ TQ«/p2+T—§+m262
- 2)

Radan yhtéloksi saadaan tutulla tavalla

dr r? |1 a2 D
a_ —(Hf—) — 22 m2e, (357)
dp  pg \ 2 r r2
misté edelleen
¢ = / dr Pe ~
2
ETCEDE B
1
= / dr .
1 (H2 2aH 1 1
TQ\/@(&WQCQ)%T (1*%)72
Epérelativistisessa teoriassa vastaava lauseke on
(358)

(Katso Analyyttisen mekaniikan kurssi, saadaan myos edel-
lisestd kaavasta rajatapauksena.) Huomionarvoista on etti
lausekkeet ovat tédysin samanmuotoisia sitd lukuun ot-
tamatta, ettd nyt nelivjuuressa myos 1/r? termilld on
ykkosestd poikkeava kerroin. Téstéd johtuu ettéd rajoitetut
radat ovat ldhes ellipseja mutta ne kiertyvét keskuskappa-
leen ympéri (harjoitus).

Varausjoukon dipolimomentti (ei 05)

Varausjoukon synnyttdmé potentiaali saadaan lausek-

keesta 1
— €k
w(r) = dreg zk: P — 7|

Oletetaan ettd varaukset ovat jossain rajoitetussa alueessa,
missd myo0s sijaitsee koordinaatiston origo.

(343)

. r
.rk
Oletetaan ettd tarkastelupiste 7 on kauempana niisté,
r > r. Télloin etdisyyden funktio voidaan kehittdéd sar-
jaksi

flr—re) = fr) = (ri - V) f(r) + ... (359)
Soveltamalla kaavaan (343) saadaan
o 1 Zk €L 1
p(r) = pr— ( . ;ek'rk Vr) . (360)
Téssd summa
(361)

d= Zekrk
k

on dipolimomentti. Harjoitus: osoita ettd dipolimoment-
ti on riippumaton origon valinnasta jos kokonaisvaraus
> ek = 0. Kokonaisvarauksen hévitessd saadaan dipoli-
potentiaalille

1 1 1 d-r
= — d . - = .
#(r) v r  4mwey 12

(362)

28



Sahkokentélle saadaan

1 d-r
E = -
47T60V( r3 )
1 v(d-r) 1
= - ———+(d-rV=]. (363
4meg ( 73 +(d-m) 7"3) (363)
Lopputulokseksi tulee
1 3d-7)r—d
= 364
4meg r3 (364)
Kehitelméd (360) voidaan jatkaa pitemmélle
© = (,0(0) + @(1) + (,0(2) + (365)
Termi ¢?) on kvadrupolipotentiaali
1 1 02 1
@ _ - k) (k) 9 1
4 4mey 2 Zekx T8 ox o0z T
11 0% 1
— = 3x®) g ( —28,5) ——— =
4meg 6 ( Ta "k ﬁ) 0z 0xg T

Téssa jéilkimmainen muoto on seurausta siitd ettd Ar—! =
0 (kun r # 0) joten liséitermilld ei ole vaikutusta summaan.
Symmetristé jéaljetontd matriisia

Das =3 ex (30028 - 17505)
k

(366)
kutsutaan kvadrupolimomentiksi.

Varaukset ulkoisessa sihkékentéissi (ei 05)

Tutkitaan varauksia annetussa ulkoisessa potentiaalissa
¢. Varausten e, ulkoiseen kenttéén liittyvé energia (182)
on

U= Z epp(r+ri).
k
Oletamme ettéd varaukset paikoissa r+7 ovat keskittyneet
(r) pieni).

N

(367)

Kehitetdin
U=U094+u®4+u® 4 . (368)
missé
U© = o(r Z ek, (369)
(370)

Ut = vp(r) - Zekrk = -
K

Varausjakaumaan vaikuttava voima (199) on samaan
tarkkuuteen

F = Z erE(r + ry)
k

= Zek[Er + (g
k

= O _en)E+(d-V)E
k

- V)oE(r)]

(371)

Jos kokonaisvaraus hiviad saadaan
F=(d-V)E (372)

Varauksiin kohdistuva viantomomentti nollannessa kerta-
luvussa on

N = Z(r+rk) x exE
k
= O enrxE+dxE (373)
k
Jos kokonaisvaraus héviaa saadaan
N=dxFE. (374)

Oletetaan ettd meilld on erillédén kaksi varausjakautumaa
joiden kummankin kokonaisvaraus havida. Merkitddn nii-
den dipolimomentteja dy ja ds. Niiden vuorovaikutus voi-
daan madratéd esim. laskemalla dipolin 2 energia dipolin 1
synnyttaméssi kentédssd, U = —ds - E;. Sijoittamalla (364)
saadaan

1 dy-dy—3(dy-7)(dy-7)

U= - 375
4meg rd (375)

missd r = r; — ro on dipolien paikkavektorien erotus.

Seuraavassa kertaluvussa saadaan

@ - = (k) 0
U = Ze zk a:ﬁ T T axﬁ
O*p(r
Sy
_ Daﬂ 0%p(r)
6 Ora01p (376)

missé toinen rivi taas seuraa Laplace-yhtélostéd ja viimei-
nen kvadrupolimomentin mééritelmésta (366).

Staattinen magneettikentti

Tarkastellaan varauksia jotka liikkuvat vain jollain ra-
joitetulla paikka- ja liikema#rdavaruuden alueella. Tarkas-
tellaan magneettikenttdd keskiarvona ajan yli, joka on suu-
rempi kuin téllaiseen litkkeeseen liittyva periodi. Ottamalla
keskiarvo Maxwellin yhtéloistd (259) ja (287) saadaan

V-B = 0.
VXB = M037

(377)
(378)

silld rajoitetussa liikkeess# pitkalld aikavililla OE/0t = 0.
Vektoripotentiaalin avulla (198)

B=VxA, (379)

jolloin - - B
V(V-A) - V?A = poj. (380)

Koska A ei ole yksikésitteisesti méératty, voidaan vaatia
lisdehto (Coulombin mitta)

V-A=0, (381)
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jolloin saadaan

AA = 1. (382)

Té&méi on samaa muotoa kuin Poissonin yhtils (340), kul-
lekin komponentille erikseen.

Analogisesti sihkopotentiaalin kanssa (344) saamme sen
ratkaisun i)
A Ho A
A(r)=— [ dV
=12 |

=]
Tissé kohtaa on hyvi tarkastaa ettd A (383) todella to-
teuttaa mittaehdon (381) [harjoitus]. Diskreeteille varauk-
sille A saadaan muotoon

missé aikakeskiarvoa on merkitty (..

(383)

€LV

384
|r - rk| (384)

.). Lausutaan mag-

neettikentta
B(r)=V x A(r) = ‘“’V /dV’ i 2,. (385)
Kéytetddn kaavaa
V x(fa)=(Vf)xa+ fV xa. (386)
Koska j(r') ei riipu r:std saadaan
i) | 1 o
er(|’r‘—’r'/|)7 <Vr|’r‘—’r'/|) XJ(’I") (387)

missd nablan alaindeksiné on ilmoitettu ettd se operoi vek-
toriin 7. Analogisesti Coulombin potentiaalin (342) kanssa

1 r—r
v =— . 388
r\r—r’| |r — 7|3 (388)
Lopputulokseksi saadaan Biot’n ja Savartin laki
- Ho ,3(r') x (r—1')
B av'— 389
(r) = pp / lr—7/3 (389)
Magneettinen momentti (ei 05)
Jatketaan stationaaristen virtausten synnyttdmén

kentdn tarkastelua. Samoin kuin sdhkoiselle dipolille,
rajoitutaan tarkastelemaan kenttdd kaukana varauksista.
"% r
.rk
Sijoittamalla koordinaatiston origo varausten luo, voi-
daan olettaa r > r;. Kaavasta

€LV

4

Z|r—rk| (384)

saadaan

A(r @ lzev Y (ervi(r vii ). 390
i\ 7 . KVk) . kVE(TE - A

Ensimmainen termi haviaa silla

d
Z(ekvk> = <% Z ekrk> =0. (391)
k k
Laskemalla gradientti saadaan
- 1
A(r) = %(1)'7“73 (exvi(ry - 7)). (392)
Kirjoitetaan
1 d
Z(ekvk(rk ’l" % Zekrk T ’I°
k k
1
—|—§ ;@k[vk(rk 1) — rp (v - 1)]). (393)

Koska derivaattatermi taas havidaa saadaan

A(r) = Z; 27{3 (env(ry - 7) — ri(vp - 7))
po 1
= Eﬁ <6k(’Pk X ’Uk) X T>
k

- 2 mrj r (394)

missd on médritelty magneettinen momentti
= %Z erTr X V. (395)

k

Vektoripotentiaalista (394) voi laskea magneettisen dipolin
magneettikentéin (harjoitus)

fo 3(m - P)F —m
47 r3 ’

dipolin s@hkokentén (364)

B= (396)

joka on analoginen séhkoisen
kanssa.

Oletetaan ettd varauksen ey ja massan my suhde kaikilla
hiukkasilla on sama. T&ll6in

1
:§Zerkka:%2rkxmvk. (397)
k k
Epérelativistisessa tapauksessa (v, < ¢) saadaan
— Zrk X py, = —L (398)

Siis magneettinen momentti on suoraan verrannollinen kul-
malitkeméaéraén L. Joissain tapauksissa voidaan yleisem-
min kirjoittaa

m =~L (399)

misséd y on gyromagneettinen suhde.

Tarkastellaan voimia jotka kohdistuvat stationaariseen
virtajakautumaan tasaisessa ulkoisessa magneettikentéssé
(B(r) = vakio). Voima (199) antaa

F ZekkaB
k

Zem x B) =0.  (400)



Vaantomomentille saadaan

_Z_V: Z<’I"k X (ekvk X B)>
k

(401)

Kayttiden samantapaisia temppuja kuin edelld saadaan

> lerlvk(ri - B) = B(ry - vy)))

k

> (ex[vr(ri- B)— B

N

1d
B

2dt ]>

%Z@k[”k(rk - B) = ri(vi - B)))
k

%Z@k(rk X vy) x B)
k

= mxB

(402)
analogisesti sihkoisen dipolin (374) kanssa.

Oletetaan ettd hiukkassysteemi on heikossa magneet-
tikentdssd. Télloin voidaan muodostaa aikakeskiarvo no-
pean liikkeen yli, mutta keskiarvot silti riippuvat hi-
taasti ajasta. Hiukkassysteemin kulmaliikeméérille pétee
(epérelativistinen tapaus)

dL

—=N=mxB

o (403)

Jos kaikilla hiukkasilla on sama massa-varaus-suhde saa-
daan

dL e =
—=—LxB 404
dt 2m x (404)
Tastéd ndhdddn ettd L pyorii kulmataajuudella
e
Q=—-——8B 405
2m" (405)

mitd sanotaan Larmor-taajuudeksi, ja liikettd Larmor-
prekessioksi.

7.4 Sahkomagneettiset yhtalot jatkuvas-
sa materiassa (ei 05)

Sovelletaan edelld johdettua sidhkdmagnetismin teoriaa
atomeista muodostuvaan materiaan. Pyrimme muodosta-
maan yhtdlot jotka kuvaavat materian séhkoisid ilmidita
mittakaavalla joka on suurempi kuin yhden atomin tai mo-
lekyylin koko.

L&htokohtana ovat Maxwellin yhtalot

v.E=L (288)
€0
0B
== 2
V x E 5 (289)
V-B=0, (290)
V x B = EQIU/OE =+ ‘LLQJ (287)

Atomin sisilld esiintyy hyvin suuria sidhko- ja magneet-
tikenttid. Emme nyt ole kiinnostunut néistd, vaan muo-
dostamme keskiarvon mittakaavalla joka on suurempi kuin
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atomin mittakaava. Samaten otamme aikakeskiarvon yli
atomin sisdisten liikkeiden. Koska Maxwellin yhtélot ovat
lineaarisia, eivdt ne muutu keskiarvoistuksessa. Voimme
siis kayttas niitéd ylla olevassa muodossa olettaen etté kaik-
ki kentét, varaukset ja virrat ovat keskiarvoistettuja.

Varoitus: energian ja litkeméiirin lausekkeet (336)-(337)
ovat neliollisia kentissé, joten edellinen tulos ei pide niihin.

Tutkitaan erityisesti eristeité, joissa varaukset eivét liiku
atomilta tai molekyyliltd toiselle. Kuitenkin kun téllainen
aine pannaan sihkokenttéén, varaukset siirtyvéit molekyy-
lien sisdlla. Téastd aiheutuu nollasta poikkeava varausti-
heys p, (myos keskiarvoistetulle varaukselle, kuten kohta
nidhd#in). Indeksi p tarkoittaa ”polarisaatiota”. Kuitenkin
kokonaisvaraus materiassa ei voi muuttua, joten

/dep =0.

Viitetddn ettéd téllainen varaustiheys voidaan esittdd di-
vergenssind jostain vektorikentésta

(406)

pp=—V-P. (407)

Lisdksi madritelladn ettd P hividd materian ulkopuolella.
Kenttda P kutsutaan sdhkdiseksi polarisaatioksi.

Tarkastetaan ensin toteutuuko ehto (406). Yleisesti voi-
daan laskea

/dep:—/dVV-P:—j{da-P

Kun integrointialue késittda koko eristekappaleen, pintain-
tegraali héviaa silld P = 0 materian ulkopuolella. Ndhdaan
siis ettd méiritelmé (407) automaattisesti toteuttaa ehdon
(406).

Kaava (407) antaa suoraan varaustiheyden eristeen
sisdlld. Sen liséiksi siitd voidaan péételld eristeen pinnal-
la oleva pintavaraustiheys o. Sovelletaan kaavaa (408) pie-
neen pinnan alan AA peittdvadn infinitesimaalisen ohu-
een tilavuuselementtiin. Saadaan ettd varaustiheys pinta-
alayksikkod kohti

1 1
o= H/dep:_ﬂfda.P: —n-(P- —Py)
(409)
Tassd P_ ja P, ovat polarisaatiot juuri eristeen pinnan
siséi- ja ulkopuolella, ja » on pinnan ulkonormaali. Eristeen
ulkopuolella méaritelman mukaan P, = 0, joten

(408)

c=n-P_ (410)

eriste

[Huom. Jos P ajatellaan jatkuvaksi ja derivoituvaksi, on
mééritelmé (407) voimassa sellaisenaan. Jos sen sijaan sal-
litaan P:n olla epédjatkuva, on epdjatkuvuuskohta tulkitta-
va samoin kuin integraalissa (409).]



Lasketaan vield koko eristekappaleen dipolimomentti

/dVrpp = —/dVr(V - P)
—}{(de)r—l—/dV(P-V)r: /dVP

Téamén perusteella voidaan polarisaatio P tulkita dipoli-
momentin tiheydeksi.

d

Kuvasta ndhddén ettd tasaisesti polarisoituneen aineen
sisélld keskiméédrdinen varaustiheys hévida, mutta pinnalle
syntyy nollasta poikkeava polarisaatiovaraus.

Eristeessa voi olla myos virtoja j,,, jotka aiheutuvat vir-
roista kunkin molekyylin sisédlld. Néiden virtojen taytyy
toteuttaa jatkuvuusyhtdls (293). Koska virrat ovat mole-
kylaarisia, on niiden aikaskaala hyvin lyhyt verrattuna nyt
tarkasteltavaan makroskooppiseen skaalaan. Ajan yli kes-
kiarvoistettaessa jatkuvuusyhtélon aikaderivaattatermi on
merkitykseton joten

V.4, =0. (411)

Viitetddn ettéd tdman takia j,, on esitettévissé muodossa
Im =V xM (412)

[Vert. V- B = 0, B = V x A. Vihintdénkin todetaan
ettd jatkuvuusehto (411) seuraa automaattisesti esityk-
sestéd (412).] Téssé esiintyvid vektorikenttdd M kutsutaan

magnetisaatioksi. Sen oletetaan hévidvin eristeen ulkopuo-
lella.

tyhjio

eriste

Kaava (412) antaa suoraan virrantiheyden eristeen
sisdlld. Sen lisiiksi saadaan eristeen pinnalla kulkeva vir-
ta 75 kun lasketaan

(413)
Koska M # 0 vain eristeessd saadaan
Pt = x M (414)

Kuvasta nahdédan ettd tasaisesti magnetisoituneen ai-
neen sisdlld keskimédrdinen virta hévidd, mutta pinnalle
syntyy nollasta poikkeava virta.
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Lasketaan vield koko eristekappaleen magneettinen mo-
mentti (395)

1 1
m = i/derjmzi/derx(VxM)
= %%rx(daxM)—%/dV(MxV)xr

;/dV[V(MC.r)—M(V.r)]=/dVM

Téssé alaindeksi ¢ tarkoittaa ettd suure on pidettava vakio-
na derivoinnissa. Tamén perusteella voidaan magnetisaatio
M tulkita magneettisen momentin tiheydeksi.

Oletetaan ettd polarisaatiovarausten lisdksi on olemas-
sa my0s muita ns. ”vapaita”’varauksia. Merkitdin néiden
varaustiheytté ps:lla (free). Kokonaisvaraus on siis

p=ps+pp=p;r—=V-P (415)

Vastaavasti meilld voi magnetisaatiovirran j,, ohella olla
johtimissa liikkuvia vapaita virtoja j;. Liséksi virtaa syn-
tyy kun polarisaatio muuttuu ajassa. Sovelletaan nimittéin
jatkuvuusyhtal6d polarisaatiovaraukseen

; opp, O
. —-——=—V_ P 41
Vi =% =gV b (416)
mistéd paitellddn ettd kokonaisvirta on
oP
=3, +Vx M+ —. 417
J=3;+V XM+ B (417)
Maxwellin yhtdlot tulevat siis muotoon
1
V. E=_(;-V-P), (258)
0
0B
VXE=—— 289
xB=-2, (259)
V.-B=0, (290)
. oP
VXB:EO,UOE"‘MO Jf'i‘VXM-FE . (287)

Sen sijaan ettd kirjoitettaisiin nédin, méaéritellddn kaksi
uutta kenttad

D=e¢E+ P (418)
= E - M. (419)
Ho

On helppo nidhda ettd ndiden avulla Maxwellin yhtalot ovat

0B
F = ———
V x T
V-B = 0,
oD
H = — ) ¢ 42
V x ot + 7y (420)

Namé yhtdlot ndyttavit lihes yhtd yksinkertaisilta (el-
lei jopa yksinkertaisemmilta) kuin alkuperiiset Maxwellin
yhtilst (287)-(290). On kuitenkin muistettava, ettéd koska



niissé esiintyy 2 kpl kolmivektoreita enemmén (D ja H),
on niitad ratkaistaessa oltava lisiksi 2 kpl kolmivektorire-
laatioita enemmén. Kaikkein yksinkertaisimmassa tapauk-
sessa téllaiset relaatiot ovat lineaarisia riippuvuuksia

D =¢E (421)

H==, (422)

=W

missé € ja p ovat jotain vakioita. (Huom. tyhjitssid P =
M =0 joten D = ¢y F ja H = B/p.) Usein on voimassa
jokin yleisempi relaatio

D(E) < P(E)
H(B) < B(H) < M(H) (423)
jotka voidaan ilmaista usealla eri tavalla kidyttéden relaatioi-
ta (418) ja (419). Namé&kadn eivit valttAmatta riité: esim.
ferromagneettisissa aineissa M voi saada (historiasta riip-
puen) hyvin eri arvoja vaikka H = 0.

Materiaalirelaatioiden (421)-(423) teoreettinen laskemi-
nen kuuluu kiinted olomuodon fysiikan piiriin. (Joskus mie-
lenkiinnon kohteena ovat my6s nesteiden ja kaasujen mag-
neettiset ominaisuudet.) Kvanttimekaniikka on useimmiten
olennaisessa osassa téllaisissa laskuissa. Vaihtoehtoisesti,
voidaan Maxwellin yht#loita soveltaa kdyttden kokeellises-
ti mitattuja relaatiota (421)-(423).

Esimerkki

Tarkastellaan eristekappaletta ulkoisessa ajasta riippu-
mattomassa sihkokentéssi lim, o, E(r) = Eypz. Maxwel-
lin yhtdlst (420) redusoituvat muotoon

V. -D=0,
V x E=0.

(424)
(425)

Eristeessd oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi lineaarinen
materiaalirelaatio (421):

eristessé,

eE
o { eoE eristeen ulkopuolella (426)

Reunaehdoiksi rajapinnalla saadaan relaatiosta (424) etté
D:n normaalikomponentti on jatkuva. [Péittely on saman-
lainen kuin kaavassa (409).] Relaatiosta (425) saadaan etté
E:n tangentiaalikomponentti on jatkuva. [Pdittely on sa-
manlainen kuin kaavassa (413).]

1) Ulkoisen kentén suuntainen pitki sylinteri. Symmet-
riasta seuraa ettd E ja D ovat z-akselin suuntaisia. E:n
tangentiaalikomponentin jatkuvuudesta seuraa ettd E =
Eoz kaikkialla. D saadaan suoraan kaavasta (426).

2) Kenttdd vastaan kohtisuora eristelevy. Symmetrias-
ta seuraa taas ettd E ja D ovat z-akselin suuntaisia.
D:n normaalikomponentin jatkuvuudesta seuraa ettd D on
vakio kaikkialla. Reunaehdosta &ddrettomyydessé saadaan
D = ¢y Eyz. Eristeessé siis

E=2p:. (427)
€

Koska € > ¢y (miksi?) on sdhkokenttd pienentynyt eristeen
siséissé. (Vert. edellinen tapaus.)
3) Eristepallo. Seké pallon sisd- ettd ulkopuolella skalaa-

ripotentiaali toteuttaa Laplacen yhtilon (341). Pallokoor-
dinaateissa lausuttuna

by L0 (00, 10 (0
V‘p_ﬂar " or +7'2Sin9 00 Smea&

1 0%
T a2 20
r2sin® 0 0%¢

Etsitddn separoituvia ratkaisuja

¢ = R(r)Y(0,0).

Téssé Y (0, ¢) on palloharmoninen funktio, joka toteuttaa
vhtilon

o 2 sin Qa—y + ! L)QY
r2sinf 00 00 r2sin? 0 0%¢

(428)

+n(n+1)Y =0.

Téissé tapauksessa riittidd tutkia ratkaisuja Y (6, ¢) jotka
eivat riipu kulmasta ¢. Ratkaisut ovat silloin Legendren
polynomeja P, (cos#). Alimmissa kertaluvuissa (u = cos 0)

1
Po(p) =1, Pi(p)=p, Pa(p) = 5Bp" =1),... (429)
Legendren polynomit ovat ortogonaalisia,

2

1
[1 Pn(:u)Pm(:u)d/u = 6nmm (430)

Muita hyo6dyllisia ominaisuuksia 16ytyy taulukkokirjoista
(esim. Abramowitz-Stegun tai Gradshteyn-Ryzhik) tai ma-
temaattisista ohjelmistoista (esim. Mathematica).

Radiaaliosa toteuttaa yhtdlon

1 9 ( ,0R -

jonka ratkaisu on
R(r) = Apr™ + Byr L (431)

Yleinen ratkaisu voidaan kummassakin alueessa esittdd
summana ratkaisuista (428). Adrettémyydessd on reunaeh-
tona

Yoo = —Epz = —Egrcos = —Egr P (p). (432)

Vaatien ettéd ratkaisut ovat airellisid voidaan ratkaisut
1 sisé- ja o ulkopuolella kirjoittaa

Z A" Py ()
Z B,r " YP(u) — EorPi(p).

E:n tangentiaalikomponentin jatkuvuudesta saadaan etté
pallon pinnalla ¢; = @9+ vakio. D:n normaalikomponen-
tin jatkuvuudesta saadaan [kiyttéden (426)]

p1 = (433)

w2 = (434)

o1 __Op2

¢ or € or ' (435)
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Kéyttden Legendren polynomien lineaarista riippumatto-
muutta (harjoitus) saadaan ettd vain kaksi kerrointa on
nollasta poikkeavia

_ 3Ep B (k —1)Epa®

= = 436
! k42’ ! K42 (436)
missi k = €/€p ja a on pallon side. Saadaan siis ettéd
sihkokentta pallon sisélla on vakio
360
E, = E 437
€ + 2¢p 0 (437)

ja siis tekijélld 3eg/(e + 2¢g) pienempi kuin Fy.

Téama esimerkki oli poikkeuksellisen yksinkertainen, kos-
ka kaikissa tapauksissa ratkaisu voitiin esittdd tuttujen al-
keisfunktioiden avulla. Lisdksi kenttd oli vakio niytteen
sisdssd. Monimutkaisemmat kappaleen muodot johtavat
huomattavasti vaikeampiin laskuihin, joissa sarjat useim-
miten ovat paidttyméattomia, eikd kenttd ole vakio kap-
paleen sisélld. Monissa tapauksissa on turvauduttava ai-
emmin kurssissa kuvattuihin numeerisiin ratkaisumenetel-
miin.

8. Sidhkomagneettiset aallot

8.1 Aallot tyhjiossa

Tarkastellaan séhkomagneettista kenttdd tyhjiossé,
missd p = j = 0. Maxwellin yhtalot (287)-(290) saavat
muodon

V.E = 0,
0B
E _— =
V x +8t 0,
V.-B = 0,
VXB—Eouoaj = 0. (438)

ot

Tarkoituksena on osoittaa ettd tédlla homogeenisella
yhtéloryhmélld on nollasta poikkeavia ajasta riippuvia rat-
kaisuja. Huomataan ettd edelld konstruoitiin eksplisiitti-
sesti ajasta riippumattomat ratkaisut Coulombin (344)
ja Biot'n ja Savartin (389) laeilla. N&mé ratkaisut ovat
suoraan verrannollisia varauksiin ja virtoihin, joten ne
havidvat tyhjiossa.

Esitetdan kentét potentiaalien avulla. Mittamuunnoksel-
la (206) osoitettiin ettd aina voidaan valita ettd skalaari-
potentiaali ¢ = 0. Kirjoitetaan siis

0A
E = ——
ot
B = VxA. (439)
Sijoittamalla V - E:n yhtéloon saadaan
QV A=0 (440)
ot o

Nihdéén siis ettd V - A on ajasta riippumaton. Nahdééin
ettd voidaan tehdi vield toinen mittamuunnos (206) jossa
V2f = —V-A. Témi muunnoksen jélkeen seki ¢ = 0 etti

V. .A=0. (441)

Sijoittamalla V x B:n yhtdloon saadaan
Vx(VxA)=-V°A+V(V-A)= —€0ko g5, (442)

Kéayttamilla (441) saadaan aaltoyhtélo

0’A
2 _
Operoimalla téhin 9/0¢t tai V x:114 nihdddn ettd sekd E
ettd B toteuttavat saman aaltoyhtélon.

Aaltoyht#lo (443) voidaan johtaa myds nelivektoreilla.
Tyhjiossd (284) antaa

8Fz’k
— = 444
oxk (444)
Kombinoimalla tdmé& kenttidtensorin esitykseen
- 0AkF  9A!
Fik = ~ 246
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saadaan
92 A 0 0A*
OxL0zk  Ox; Oxk
Téami redusoituu aaltoyhtdloon (443) kun vaaditaan
Lorenz-ehto
0AF 10
F =0 55 +V-A=0.
Nahdaén ettd Lorenz-ehto toteutuu automaattisesti, koska
edelld sekd ¢ = 0 ettd V - A = 0. Lorenz-ehto on siitd
hyvé ettd se on koordinaatistoriippumaton, kun taas kaksi
erillistd ehtoa ovat koordinaatistoriippuvia.

=0. (445)

(446)

Kuten jo aiemmin aaltoyhtdlon yhteydessd mainittiin,
voidaan aaltoyht#lon (443) vakio 1/,/€ofio identifioida aal-
lon nopeuden kanssa. SI jirjestelméssa pg on sovittu vakio,
joka kiinnitt&é virran perusyksikon Ampeerin ja siti kautta
varauksen yksikén Coulombin. (Ampeeri mééritellééin voi-
mana kahden johtimen vélilla, teoriassa siis Lorentzin voi-
man ja Biot-Savart-lain kautta.) Kun sihkoyksikot on kiin-
nitetty, voidaan ¢y mitata mm. mittaamalla voimaa kah-
den varauksen vélilld. Néin saatua ep:aa voidaan kayttaa
ennustamaan sdhkomagneettisen aallon nopeutta, ja var-
sin hyvélld tarkkuudella saadaan sama kuin mitattu valon
nopeus. Kuitenkin valon nopeus voidaan mitata tarkem-
min kuin €y suoraan. Siksi SI jirjestelmissd on paddytty
midrittelemidn ey valon nopeuden avulla ey = 1/(c?uo).
Silloin valon nopeus on mééritelmédn mukaan tdsmélleen

1
\/€0u07

ja kokeellisesti testattavaksi suureeksi jid mm. verrannol-
lisuuskerroin Coulombin laissa.

CcC =

(447)

Mainittakoon etté SI jérjestelméssé pituus on méaritelty
kédyttden aikaa ja valon nopeutta. Néin ollen valon no-
peudenkin arvo on vain mééritelméd, ¢ = 299792458 m/s
tdsmaélleen.

Tasoaalto (ei 05)

Tutkitaan aaltoja jossa paikkariippuvuus on vain yhteen
suuntaan. Valitaan tdméan suuntainen akseli z:ksi. Aalto-
yhtélo saa muodon

Pf  L,0°f

2t s
missd f on mikd tahansa E:n, B tai A:n komponentti.
Se voidaan myos kirjoittaa

0 0 0 0

Maaritelldan koordinaatit

=0, (448)

(449)

1
E=t-2, m=t+-t=30+0, a=50-9

(450)
jolloin
9 _ 09 020 1(0 9
9 Ofot  9coxr 2\ot ‘oz)’
0 170 0
87’17 = 2<8t+68x>. (451)
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Aaltoyhtilo saa muodon

*f
ocon

0. (452)

Téastd saadaan yleinen ratkaisu f = f1(€) + fa(n), missi

funktiot f1(€) ja f2(n) ovat mielivaltaisia. Siis
T x

fta)=fi(t=2)+ £ (t+2). (453)

Téssd ensimmaéinen termi liikkuu nopeudella ¢ positiiviseen

x suuntaan ja toinen termi samalla nopeudella —z suun-
taan.

Tasoaallolle mittaehto (441) on dA, /dx = 0. Téstéd seu-
raa ettd A, ja edelleen E, (439) on x:téd riippumattomia.
Tamé vakiokenttd on tdysin riippumaton aallosta, joten
oletetaan sen yksinkertaisuuden vuoksi hévidvan.

Tutkitaan aaltoa joka etenee positiiviseen x suuntaan:

T
Alt,z) = A(E)=A (t - E) . (454)
Lasketaan E ja B (439):
0A dA
E = -5 =%
dA T 1. dA
Téastd saadaan )
B=-nxE, (455)
c

missé aallon etenemissuuntaa on merkitty n:114. Nahddan
ettd sekéd E ettd B ovat kohtisuorassa aallon etenemissuun-
taa vastaan ja siksi sanotaan ettd sihkomagneettiset aallot
ovat poikittaisia. Vektorit n, E ja B ovat kaikki kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan.

Lasketaan energiatiheys (318)

€0 2 ]. 2 .
= —F —B~. 318
H= B+ 2 (318)

Kéayttden (455) havaitaan ettd sihkokenttddn ja magneet-
tikenttédn liittyvit energiatiheydet ovat yhta suuret, ja yh-
teensé

1

€0 2 2 2
S Ny L 4
H 9 + 2/.Lo €0 ( 56)
Energiavirrantiheydelle (319) saadaan
1 1 . 2.
S=—ExB=—Ex(nxE)=ceE*n  (457)

Ho Hoc€

koska n - E = 0. Vertaamalla titd energiatiheyteen, to-
teamme ettéd energia lilkkuu nopeudella ¢, kuten luonnol-
lista onkin.

Kaavasta (337) [tai kaavoista (304) ja (310)] saadaan etté
liikemé&aran tiheys
1 S E()E2

= n.
c

c

(458)



Huomaa etté litkemé#édrén ja energian suhde on sama kuin
lepomassattomalla hiukkasella (166): p = E/c.

Maxwellin painetensorin (320) kaikki muut komponentit
hividvit (harjoitus) paitsi
Ope = €0 E2. (459)
Tam& on sopusoinnussa sen kanssa ettéd liikeméadrdtiheys
(458) virtaa nopeudella ¢ suuntaan & = 7.

Monokromaattinen tasoaalto (ei 05)

Térked erikoistapaus tasoaallosta on monokromaattinen
tasoaalto

A(t,r) = Agei kTt (460)

Téssd oletetaan ettd vain reaaliosa on fysikaalisesti mer-
kityksellinen. Sijoittamalla tdmé aaltoyhtéloon (443) saa-
daan aallolle dispersiorelaatio w(k):

w = ck, (461)
joka on lineaarinen. [Kuten kaavan (15) yhteydessi, toinen
juuri w = —ck ei johda uuteen ratkaisuun.] Mittaehdosta
(441) saadaan ettd k- Ag = 0, siis Ap on kohtisuorassa
aallon etenemissuuntaan k n&hden. Sahko ja magneetti-
kentille saadaan

E=ickA, B=ikx A. (462)
Tarkastellaan esimerkiksi tapausta k = k&, ja
Ag = AVe vy AZem 023, (463)
Ottaen reaaliosat saadaan
A = AYycos(kr —wt — ¢y)
+A*zcos(kx — wt — @)
E = -—AYckysin(kz —wt — ¢y)
—A*ckzsin(kx — wt — ¢,)
B = —AYkzsin(kzr —wt— ¢y)
+A%kysin(kx — wt — ). (464)

Staattisen kentin Fourier-muunnos

Pyritdan yleisesti esittdméadn sahkomagneettinen kentta
Fourier-sarjana. Kerrataan ensin Fourier-muunnos kolmiu-
lotteisessa avaruudessa

f = / B fr)eikT (465)
Téassd integrointi on helpoin ajatella suorakulmaisen
sdrmion yli, jonka mitat ovat L., L, ja L,. Periodisilla

reunaehdoilla sallitut aaltovektorin arvot ovat (ng, n, ja
n, kokonaislukuja)

2wy
=7

27y,
y = —2%

21,

ke k. (466)

L

’
Yy
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Fourier-muunnoksen kéénteismuunnos on (totea laskemal-

la)
f) =5 3 ek, (467)
k

missd V = L,L,L,. Rajalla L., Ly ja L, — oo tdmé saa

muodon
fo) = [

Tarkastellaan ensin varausten synnyttdmé#d staattista
kenttéd. Edelld ratkaistiin Poissonin yht#lo kaavalla (343).
Toistetaan ratkaisu kadyttden Fourier-muunnosta. Yhden
pistevarauksen tapauksessa Poissonin yhtdlo on

Bk
T fre'®T. (468)

— 53

V2p(r) - (469)

Soveltamalla Fourier-muunnosta tihin kaavaan saadaan

— Ky, = —i, (470)
misté saadaan e
VR = e (471)
Séhkokentélle (207) saadaan
Ep, = —ikpp, = —iej%. (472)
Havaitaan ettd Ej, on aaltovektorin suuntainen. Téstd

syystd Coulombin kenttdéd kutsutaan pitkittaiseksi.

Kentin virihtelyt (ei 05)

Palataan késittelemédn kentén dynamiikkaa, kun va-
rauksia ei ole paikalla. Oletetaan mittaehdot p = V-A = 0.
Kullakin ajanhetkelld vektoripotentiaali voidaan kehittda
Fourier-sarjaksi paikan suhteen. Valitaan téssd ¢ = 0.
Vektoripotentiaalin reaalisuus taataan automaattisesti kun
kirjoitetaan Fourier-sarja muotoon

1

Alt=0,7r)= —= ap, ,(0)ug, (7)
FEE [reom

tag, (O)uj, ()] (473)

missé

up (1) = € exp(ik - 7). (474)
Tissi reaaliset yksikkovektorit (@) esittéviit aallon pola-
risaatiota. Transversaalisuusehdon takia ne riippuvat aal-
tovektorista k, ja voidaan valita etté vektorit €V, () ja k
ovat oikeakétisesti jarjestetyt ortonormaalit kantavektorit.

Jotta saataisiin A(¢,r) yleiselld ajanhetkelld meidén on
korvattava ay, (0) ajasta riippuvalla funktiolla.

Sijoittamalla aaltoyhtdloon todetaan (samoin kuin yk-
sittdisen aallon tapauksessa) etté

ar, ,(t) = ag, ,(0)e ™", (475)



missé w = ck. Niin ollen yleinen tapaus voidaan kirjoittaa
muodoissa

+a7c7a(t)e(a) exp(—ik - r)]

AT Y a0

k a=12

A(t,r) € exp(ik - 1)

LYY

k o=1.2

) exp(ik - 7 — iwt)

+a;§7a(0)e<a> exp(—ik - r 4 iwt)|. (476)
Lasketaan Hamiltonin funktio (318)
H = /dV <€OE2 - 132>
2 2410
_ %O/dV {AQ +A(V x A)Q} . ()

Viitdmme nyt ettd kun kehitelmé (476) sijoitetaan t&hén
saadaan

(478)

H = 2¢ Z Z 62k2az,aak’a.
k [e%

Lasku suoraan tehtyné on varsin pitkéllinen. Téssd muu-
tamia hyodyllisia viélivaiheita. Ensimméisessd vaiheessa
kannattaa sijoittaa Hamiltonin funktioon

Z Ay, (t) exp(ik - 7). (479)
Kayttamalla reaalisuusehtoa
A= A}‘c (480)

ja eri Fourier-komponenttien ortogonaalisuutta saadaan

€0

3V
k

Ve
2

H

Ay - Ap + Ak x Ag) - (k x A’,;)]

[Ak . A;c + CQkQAk . AZ:‘| , (481)

k

missé jilkimmaéisessd muodossa on kéytetty k- Ag, = 0.
Toisessa vaiheessa huomataan etté

Ak \ﬁz

jolloin

ag,, (e +ary ()e“‘)], (482)

—ick

- [

Sijoittamalla ndmé saadaan erindisten kumoutumisten
jilkeen viite (478).

(t)el® —a*_k’a(t)e(o‘)]. (483)

37

Saatu Hamiltonin funktio
H = 2¢ Z Z c2k2a;‘c7aak7a
k: «

voidaan esittdd kanonisten muuttujien funktiona kun
madritellddn

(478)

Qo = Velag,+ag,)
Py, = -—ickyelay, —aj, ). (484)
Niilla saadaan Hamiltonin funktio muotoon
(485)

H= % SN (PR, +eH0%,) -
k «

Tamé on pienten vérdhtelyjen Hamiltonin funktio lausut-
tuna normaalikoordinaateissa. Varmuuden vuoksi kannat-
taa vield tarkistaa ettd Hamiltonin liikeyhtal6t

0H
0Py o

OH

er,a =— (486)

ki,oz’ = +Qk,a

toteutuvat silla muuttujia ei johdettu Lagrangen funktiosta
ldhtien.

Nahdaan siis ettd sihkomagneettiset aallot voidaan tul-
kita kentdn harmonisiksi vérédhtelyiksi. Jokainen Fourier-
komponentti ja polarisaatiosuunta vérahtelee muista riip-
pumatta.

8.2 Liikkuvien varausten kentta

Téysin yleisessd tapauksessa (siis varaukset paikalla ja ei
mitddn mittavalintaa) voidaan sihkémagneettisen kentén
potentiaaleille kirjoittaa yht&lot

9 p
2 — _
Vi + (%(V A) o
1 0%A 10 .
(487)

[Ndmé& on helppo johtaa joko kolmi- tai nelivektorimuotoi-
sista Maxwellin yhtdloistd samaan tapaan kuin varaukset-
tomassa tapauksessa (443).] Jos vaaditaan lisiksi Lorenz-
ehto (446) saadaan ndmé muotoon

P S
c? 0%t €0
1 9%A
2 .
VA= Gy = THd

(488)

Siis my0s ajasta riippuvassa tapauksessa A ja ¢ to-
teuttavat saman muotoisen yhtdlén, vain oikean puolen

epidhomogeenisuustermi on eri. [vert. (340) ja (382)].
Tutkitaan yleisemmin yhtaloa
1 0%
2 —
\% w—gﬁ——f(r,t) (489)



Tamé ongelma voidaan ratkaista kahdessa osassa. Ensin
ratkaistaan Greenin funktio G(r,t; 7', t") yhtilosti

2
(V= g ) Gtrtsr'st) = =8 =3t 1), (490

Tamén lisdksi on vaadittavat tietyt reunaehdot, jot-
ta G(r,t;7',t') olisi tdysin médrdtty. Yleinen ratkaisu
yhtélolle (489) on silloin

P(r,t) = /d3V'/dt’G(r,t; v ) f(r ). (491)
On helppo osoittaa ettid kaavan (491) antama 1) toteuttaa
alkuperéisen yhtélon (489).

Huomataan etté siiné tapauksessa etté kaikki aikariippu-
vat tekijat jatetddn pois, tatd on jo kaytetty edelld: Gree-
nin funktio antaa oleellisesti yhden varauksen Coulombin
potentiaalin (342), ja varausjoukon potentiaali saadaan sen
integraalina (344).

Pyritdén ratkaisemaan Greenin funktio yhtélostd (490).
Ensiksi huomataan ettd Greenin funktio riippuu vain koor-
dinaattien erotuksista

G(r ;' t') =G(r—r';t —t'), (492)
joten riittdd ratkaista funktio G(r;t). Toiseksi, se ei voi

riippua 7r:n suunnasta. Ilmaisemalla Laplace-operaattoria
pallokoordinaateissa (428) saadaan origon ulkopuolella

yhtalo
10 (,0G 1 0%°G
— 7 — ) - ==—=0. 4
r2 Or <r (‘37°> 2 0%t 0 (493)
Kirjoittamalla
Glr 1) = X1 (494)
r
saadaan o2 o2
x 10%
—— - =—===0. 4
?r ¢ 9%t 0 (495)

Téamén yhtédlon yleinen ratkaisu johdettiin edelld tasoaal-
lon (453) yhteydessé:

r r

) =fi(t=2)+ L (t+2). (496)

Otetaan mukaan vain termi, joka kuvaa origosta poispiin

etenevid aaltoa. Niin saatavaa Greenin funktiota kutsu-

taan viivdstyneeksi eli retardoiduksi. Siis
t—r/c

Gr 1) = X1/,

- (497)

Funktio y on lopuksi méarattavé alkuehdosta origossa:

1 92

<v2 - CQ%) G(r t) = —83(r)o(t).  (498)

Integroidaan tdmé origokeskeisen e-séteisen pallon yli, jol-
loin saadaan

1 0*G

Laskemalla eteenpéin saadaan

Ox 4r € 0?x .
47 (7’87‘ — X>r:E — ?A dTTﬁ = —(5(t)

Kun annetaan € — 0, menevét kaikki muut termit pieneksi
paitsi ettd jad 4mx(t) = §(t). Saadaan siis Greenin funktio

Glrt) = {é;ra(t —7r/c)

(500)

kunt >0

(501)
kun t < 0.

Se on nollasta poikkeava vain pallon pinnalla joka syntyy
hetkelld t = 0 origossa ja laajenee valon nopeudella.

[Huom: tédmin tyyppinen ratkaisu on olemassa 1 ja 3
(yleisesti pariton) ulotteisissa avaruuksissa. Esim. kahdessa
dimensiossa Greenin funktio ei havid kun r < ct.]

Sovelletaan saatuja tuloksia kenttdyhtéloihin (488). Ska-
laaripotentiaalille saadaan

1 St —t — e —2')p(r',t")
t)y = — [ &V [ dt ¢ ’
Pr 1) dmeg / / lr— 7|
I p(r’ st — Llr —'|)
= — | B3V < . 502
47eg / |r — /| (502)
Vastaavasti vektoripotentiaalille
Ho 3 /j(rl7t_ l‘?”—?"/D
A(r,t) = — [d°V £ . (503
) = 2 f e

Niissd varaukset ja virrat ovat wviivdstettyjd, ts. ne pitdd
laskea ajanhetkelld t' = ¢t — L|r — 7/|. Jos varaus- ja virta-
jakautumat ovat ajasta riippumattomia, redusoituvat saa-
dut lausekkeet aikaisempiin (344) ja (383). Tédydellisyyden
vuoksi olisi vield tarkistettava ettd mittaehto (446), joka
oletettiin johdossa, todella on toteutunut.

Téssda kohtaa on hyvéd muistella ongelmaa, joka syntyi
Coulombin lain (266) ja suhteellisuusteorian ristiriidasta.
Niemme nyt ettd tarvittava relativistinen korjaus potenti-
aalille ¢ (502) on itse asiassa mité yksinkertaisin. Huomaa
kuitenkin, ettéd vastaava yleistys ei pdde itse kenttiin:

/t_l e
/dgvlp(r7 C|T 7"|)’ (504)

|r — 7|2

E(r,t) #

4meg
kuten pian tullaan ndkemé&én.

Potentiaalien lausekkeet voidaan myos yhdistdé nelivek-
torilausekkeeksi

) . -4 /t—l e
Aty = o [y T i),

47 |r — 7/

Komponenttimuodot saadaan téstd muistamalla ettd A* =
(¢/c, A) ja j* = (cp, 3).

Liikkuvan pistevarausten kentti

Tarkastellaan hiukkasta joka liikkuu rataa ro(7) pit-
kin. Kuten edellé lasketaan potentiaali nelipisteessé (ct, ).
Olennainen hiukkasen nelipiste (ct’, ro(t')) méidrdytyy eh-
dosta
R(r,t")

c

i+ =t (505)
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missi R(r,t') = 7 — ro(t'). Talld yhtdlollda on vain yksi
ratkaisu ¢’ jolle t' < t koska hiukkasen nopeus v = drg/dr
on pienempi kuin valon nopeus.

ACT

X
X Kuvassa oletettu ettd y ja z
koordinaatit ovat vakiot.

Potentiaalin laskemiseksi kéytetdén hyviksi Lorentz-
invarianttisuutta. Valitaan sellainen koordinaatisto jossa
hiukkanen on levossa hetkelld ¢'.

Néin ollen saadaan kaavoista (502) ja (503)

1 e
t,r)y=———-, A(t,r)=0. 506
Ptr) = o o, Alt) (506)
Téamé voidaan kirjoittaa nelivektorien avulla
; e ul
A'(t,r) = —_— 507
(t,7) 4mey cRpuk’ (507)
misséd v’ on hiukkasen nelinopeus ja R¥ = (c(t — t/),r —

ro(t')). Ndhdddn ettéd tdmé redusoituu edelliseen kun hiuk-
kanen on levossa hetkelld ¢'. Mutta koska jdlkimméiinen
lauseke on kirjoitettu Lorentz-invariantilla tavalla, on se
riippumaton koordinaatistosta, ja siksi voimassa kaikissa
koordinaatistoissa. Yleisessd koordinaatistossa siis saadaan

( t) _ 1 e
AT ~ 4meg R— R-v/c’
1
A(r,t) = «“ (508)

dmeg 2 (R— R-v/c)’

N4itéd sanotaan Lienard- Wiechert potentiaaleiksi. Huomaa
ettd muuttujat oikealla puolella ovat suoraan r ja t’ [silld
R(r,t'") ja v(t)] ja riippuvuus #'(r,t) saadaan yhtélostd
(505).

Jotta voisimme laskea sihko- ja magneettikentdt (197)-
(198), on meidén derivoitava potentiaaleja r:n ja t:n suh-
teen. Pitda siis laskea mm.

OR 0RO

o o (509)

Ensimmaéiselle tekijélle lasketaan

OR  OVRE 1 9R® 1 9(r—m(t))?
ot ot 2R o' 2R ot
1 1
= 7E(’I’*’I’0)"U:*ER v (510)
joten
OR ORt 1 o'
w - - RE Uar (511)

Toisaalta voimme laskea kaavasta R(r,t") = c¢(t —t') (505)

OR ot
Niistd voimme ratkaista
ot 1
—_—= 513
8t 1— RRU ( )

Derivoimalla samaa relaatiota paikkakoordinaatin suhteen
saamme

OR\ _ (0R\  omo¢ X 1, o
8xt7 or /,, o' 9z R R ox
ot

Vastaavasti muille komponenteille. Ndin voimme ratkaista

R

Vt = ——— . (515)
(- )
Lis#ksi tarvitaan
<8Ra> (aRa) OR,, Ot ot’
= — | + 55— =008 —Var—-
31‘5 : 6:6[3 o ot 3175 315
Tamé lopputulos on joskus kéytdnnollistd ilmaista
kiyttiden dyadimerkintaa
VR = 1+ Vtv (516)
jossa siis on kaksi vektoria perdkkdin méadrityssa

jarjestyksessd, mutta niiden vélistd vektorioperaatiota ei
ole méardtty. Tassd 1 = && 4+ yy + 2z tarkoittaa yk-
sikkodyadia, joka on yksikkOmatriisin vastine dyadeissa.
Kaavasta (516) seuraa vilittomésti mm.
(v-V)R = v+wov(v- V). (517)
Viitamme ettd niitd kdyttden saamme potentiaaleista
(508) suoraviivaisella laskulla

B e { 1-%
47eg (R—M>

(RR)R [CRaPr }

1
—R X E.
cR x

B (518)
Huomataan ettd sdhkokenttd muodostuu kahdesta ter-
mistd joista ensimmaéistd kutsutaan induktiokentéksi ja
jalkimmaéistéd sdteilykentéksi. Tarkastellaan néitd tarkem-
min seuraavassa.

N&dhdéén ettd jos v = 0, induktiokentté redusoituu tut-
tuun Coulombin kenttédén (342).
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R r

\

Rv/c AW

ro(t')\fo(N

Huomaa ettd R on "retardoitu paikkavektori”, siis vek-
tori hiukkasen paikasta ro(t') ajalla ¢’ havaintopisteeseen
r. Kentidn suunta induktiotermissid on r, = R — R—Cv =
R — (t—t')v, miké on sama kuin hiukkasen ja havaintopis-
teen samanaikainen erotus, mikéli hiukkanen olisi hetken
t' jélkeen liikkunut vakionopeudella. Nimitt#jissd esiin-

tyville tekijélle voidaan geometrisesti padtelld lausekkeet

. 2 2,2
(R—R U) 252:r2—a2:7”2—RU sin? 0

v 2

A
Rv/c

c c
2,2 12 2 2
ZTQ—R—vb—:r2—U—b2:T2 1—U—Sin21p
v 2 R? v v c?

Nain ollen induktiokentén tulisi olla sama miki harjoi-
tustehtaviand johdettiin tasaisesti liikkuvalle varaukselle
kéyttden Lorentz-muunnosta. Suurilla etéisyyksilld induk-
tiokenttd heikkenee kuten r~2. Hitaille nopeuksille (line-
aarinen termi v/c:ssd) saadaan ettd sihkokenttd on sama
kuin Coulombin kentté, ja magneettikentéille saadaan (har-
joitus)

o ev X Ty

= 3 (519)

mikéd on samaa muotoa kuin Biot-Savart-laissa (389).

Edelld johdettiin ettd sdhkémagneettiseen kenttéan liit-
tyy liikeméirantiheys eg Ex B (337). Téaméi voidaan helpos-
ti laskea hitaasti liikkkuvalle varaukselle (harjoitus). Havai-
taan ettd varauksen sdhkomagneettinen liikemé&ara diver-
goi pisteméiisen varauksen rajalla. Tulos on samanlainen
kuin energian kohdalla edelld. Koska seké energia etta lii-
kemééra ovat ilmaistavissa massan avulla, saadaan seuraa-
va padtelmé: klassisen alkeishiukkasen massa koostuu kah-
desta osasta jotka ovat sidhkomagneettisen kentdn massa
(joka divergoi pistemiisen varauksen rajalla) ja muu mas-
sa. Miké on néiden kahden osuuden suhde, ei voida vasta-
ta klassisessa teoriassa. Kokeellisesti voidaan mitata vain
néiden kahden osuuden summa, sikéli kun ei menné tutki-
maan hyvin pieni etiisyyksid (350). Kun siirrytédéin kvant-
timekaaniseen teoriaan, havaitaan ettd uusia ilmioéita tu-
lee vastaan ennen kuin néin pieniin etdisyyksiin pa#stian.
Kvanttimekaniikkakaan ei anna vastausta siihen, miké on
sihkomagneettisen massan ja muun massan suhteellinen
osuus.

Tarkastellaan nyt kentdn (518) toista termid, ns.
sdteilykenttid. Témé osuus on verrannollinen varauksen
kiihtyvyyteen v, joten se hévida tasaisesti liitkkuvalle va-
raukselle. Havaitaan ettd séteilykenttéd heikkenee hitaasti,
kuten R~!, kun R — co. On huomattava ett# yksinkertai-
nen arvaus (504) ei anna siteilykenttiid, joten arvauksen
taytyy olla vaara.

Hitaan nopeuden rajalla (nollas kertaluku v/c:ssé) saa-
daan séteilykentélle (harjoitus)

€

Era = T 5 A'u T Av —
d 4menc3r, (7 - ©)70 — ]
e
B = —————— 17, X 520
d 4enc3ry, v (520)
Niistéa voidaan laskea Poyntingin vektori
2
S Py [07 = (Py - )?] (521)

= 2, 3.2 0
167%€egcor2

Integroimalla pallon pinnan yli saadaan koko energiavirta

dUu e20?
Cdt j{da-S— 6mege

(522)

Havaitaan ettd tdmé on riippumaton etéisyydesta. On siis
kyse séteilystd joka menee ddrettomyyteen. Nahdain siis
ettd kiihtyvéssd (tai hidastuvassa) liikkeessi oleva varaus
siiteilee energiaa. Poyntingin vektorista (521) ndhddéin ettd
séteilyenergian kulmajakauma on sin? o, missé polaarikul-
ma « on mitattu kiihtyvyyden suunnasta.

Yksinkertaisena sovellutuksena tutkitaan
sihkomagneettisen aallon sirontaa vapaata elektronista.
Elektronin liikeyhtlo on

i=—F

m

(523)

[Magneettinen voima on tekijélld v/c heikompi (totea), ja
jatetddn siksi pois.] Poyntingin vektorille saadaan

2 2 .9
e”sin” af Iy
S=_—"—— = r2sin’ — 524
16m2eqc3r2 0 r2 )’ (524)
missd ro on elektronin klassinen side (350) ja Iy =
ceo E? on tulevan aallon intensiteetti [= energiavirrantiheys

(457)]. Sironnut séteilyteho on

2
jfda, -8 = 47r§r310 (525)

Sirontavaikutusala o saadaan jakamalla tdmé& intensitee-
tilla
81

g = —T
30

tdma on Thomsonin sirontakaava. Vapaalle elektronille
vaikutusala on siten riippumaton séteilyn taajuudesta.

(526)

Yleisemmin kaavoilla voi analysoida mm. jarru-
tusséteilyd ja synkrotronisdteilyd. Kun hiukkanen liikkuu
valon nopeutta ldhentelevilld nopeudella, saadaan ettd
pidosa séteilystd menee hyvin kapeaan avaruuskulmaan.

S#teilyn reaktiovoima (ei 05)

Edelld todettiin ettéd kiihtyvéssé liikkeesséd oleva varat-
tu hiukkanen séteilee energiaa. Energian siilymisen lain
mukaan tdmén tdytyy olla pois séteilevan hiukkasen ener-
giasta. Voiman ja vastavoiman lain mukaan siis hiukka-
seen kohdistuu séteilyn takia vastavoima. Téssd esitdmme
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yksinkertaistetun kisittelyn vastavoimasta (PP), olettaen
mm. v < c. Systemaattisempi esittely on mm. LL2:ssa.

Energian sdilymisen mukaan hiukkaseen kohdistuvan
vastavoiman Fleact tekemé tyo ja siteilyyn menevén ener-
gian (522) summa tiytyy hivitd. Tamé tarkoittaa

to to 62'[]2
/ threact -v+ / dtis =0. (527)
t t 6Tepc
Osittaisintegroimalla saadaan
ta
to 2. 2 .
e“v e“v-v
dt | Freact — —= | - =0. (528
/t1 ( eact 67reoc3> vt / 6megc3 (528)

t1

Jos kiithtyvyydet aikavilin péissd havidvit, saamme etta
(ainakin keskiméérin) reaktiovoima on

2

e“v

Freact = (529)

6meged”

Jos hiukkaseen vaikuttaa ulkoinen voima Fi, saadaan
liikeyht&loksi

2

e“v

mo (530)

- = Lext-
6mepcd

Muistutamme vielé ettd téssi esiintyva massa m on summa
sihkomagneettisesta ja muusta massasta.

Varoitus: yhtalslld (530) on fysikaalisen ratkaisun liséksi
olemassa epifysikaalisia ratkaisuja, jotka kasvavat nopeasti
ajassa.

Esimerkkiné tutkitaan hiukkasta harmonisessa oskillaat-
torissas:
d?z 2 €2 d3z
2 twr= 6regmed dt®
Oletamme ettéd oikean puolen termi on pieni héirio, jolloin
nollannessa kertaluvussa saadaan

(531)

d2x

pTe +wir=0

(532)

Sijoittamalla tim# oikealle puolelle saadaan ensimmaéisessi
kertaluvussa yhtalo

Ccl;T;: + 7% +wir =0, (533)
missé 5 5
— %6607“;‘1’83 (534)
Yhtélon (533) ratkaisu on (olettaen v < wy)
x = Ae"Wwote7t/2 (535)

Se kuvaa vaimennettua harmonista vérdhtelyd missa
vérdhtelyn amplitudi vahitellen pienenee.
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9. Johdanto kvanttikenttiteoriaan
(ei 05)

Edella on pitkasdn tarkasteltu klassista
sahkomagnetismin teoriaa. Nyt on tarkoitus hieman
tutustua sithen miten kvanttimekaniikka muuttaa téta
teoriaa.

9.1 Kanoninen kvantisointi

Analyyttisen mekaniikan kurssissa méériteltiin  Pois-
sonin sulkusuure seuraavasti. Tarkastellaan Hamiltonin
kanonisten muuttujien (p;, ¢;) ja ajan ¢ funktiota
A(q1y- -, qn; D1, -+, pn;t). Kahden téllaisen funktion A ja
B Poissonin sulkusuure méaéritellain

0A0B 0AJ0B
[A, B]pB = Z (

— \9¢i Opi  Op; 9q;
Erityinen merkitys on kanonisten muuttujien véalisilla
sulkusuureilla. Sijoittamalla méadritelméin (536) saadaan

(536)

o Op; 0q;  Op; 5%)
i iles zk: (6% Opr  Opr Oqi
== Z5ik5jk = —0j (537)
%
siis

[pi; g;lpB = —dij- (538)

Samalla tavalla ndhd&ain etti
[pi,pileB = 0, [gi, ¢j]pB = 0. (539)

Oletamme etté kuulijat ovat saaneet johdannon kvantti-
mekaniikkaan aiemmissa kursseissa. Téassd kurssissa tété
ei toisteta. Sen sijaan vain annetaan menetelméd miten
klassisesta teoriasta siirrytddn kvanttimekaaniseen. Viime
kédessd ainoa todellinen perustelu télle on, ettd se johtaa
teoriaan, joka on yhtédpitdva mittausten kanssa.

Hamiltonin mekaniikasta voidaan siirtyd kvanttimeka-
niikkaan seuraavasti. Poissonin sulkusuuret korvataan seu-
raavasti: )

/.

[AaB}PB - 7%[A3B] (540)

Téssé ¢ on imaginaariyksikks, i = h/2m = 1.05-1073% Js

on Planckin vakio, ja [A, B] on kommutaattori:

1A, B] = AB - BA. (541)

Samalla suureiden A ja B luonne on muuttunut, jon-

ka takia olemme Kkirjoittaneet niiden sijasta A ja

B. Hamiltonin mekaniikassa A ja B ovat funktiota:

A(q1, -+, Gn;D1,s- - -, Pn;t). Niille suoraan laskettuna kom-

mutaattori [A, B] hévidd aina: [A, B] 0. Jotta kom-

mutaattori (541) olisi nollasta poikkeava, on A ja B

ymmirrettivi joko matriiseiksi tai (yleisemmin) operaat-
toreiksi.

Erityisesti kanonisille muuttujille saadaan kommutaat-
torit



[Di,Dj] =0, [Gi,q;] = 0. (543)

Liséksi oletetaan ettéd operaattorit ¢ ja p ovat hermiittisid,
mik4 tullaan méaritteleméidn myohemmin.

Edelld esitettyd kvanttimekaniikkaan siirtymistd on
tdydennettivé ainakin siltd osin, miten liittd4 yleinen ope-
raattori A mittauksissa saatuihin arvoihin. Jitetéifin timén
perusteellisempi tutkiskelu kvanttimekaniikan kursseihin,
ja kasitellddan asiaa alla vain esimerkinluonteisesti.

Esimerkki: harmoninen oskillaattori

Tutkitaan yksiulotteista harmonista oskillaattoria. Sen
Lagrangen funktio (28) voidaan kirjoittaa muotoon
Lo 2 2
L= - w*¢) (544)
Téstd saadaan kanoninen litkemédrd p = dL/d¢ = ¢ ja
Hamiltonin funktio
H=p¢j—- L=

(p* + w’q?). (545)

DO =

Kvantisoinnissa koordinaatit ¢ ja p korvautuvat operaat-
toreilla ¢ ja p jotka toteuttavat

[q7 p] = Zﬁ?
4,4 = 0,
[, 7] 0 (546)

Kvanttimekaaninen harmoninen oskillaattori voidaan
késitella monella eri tavalla. Yksi vaihtoehto on esittda ¢
ja p operaattoreina jotka operoivat funktioon t(z). Kom-
mutaattorirelaatiot (546) saadaan toteutettua valitsemalla
vastaavuudet

q: Y(x) = wip(x) (547)
L dy
) —th—(z). 4
P v() - —ih (@) (545)
Lyhyemmin voidaan kirjoittaa
i = p = — 'hi (549)
=z, p=—ih .

(550)

Funktiota ¢ (x) kutsuaan aaltofunktioksi. Aaltofunktio
sisaltdd kaiken informaation systeemin tilasta. Klassisen
mekaniikan koordinaatit ¢ ja p eivét kvanttimekaniikassa
aina ole tasmallisesti médrdttavissd. Sen sijaan niitd vas-
taavat nyt odotusarvot

(@ =
(p) =

[ dzv@avia) = [ do @avia)

[tz @pota) =i [ dov @5 @)

42

missd [dr = [*_dx.

oo

Tiastd  pédtelliin  mm. ettd |1p(g)|? esittdd  to-
dennékdisyyttéd jolla kukin koordinaatin ¢ arvo esiintyy.
Vastaavasti energian E odotusarvo saadaan kaavasta
[z @)

(E) = (551)

Olemme erityisesti kiinnostunut tapauksesta jolloin
energialla E on tdysin tdsmaéllinen arvo. Ndin on siind ta-
pauksessa ettd aaltofunktio on Hamiltonin operaattorin
ominaisfunktio:

1

2
2 (hza I w?;ﬁ) ¥(z) = By (). (552)

2 Ox?
T&amé on (ajasta riippumaton) Schrédingerin yhtilo har-
moniselle oskillaattorille. Kvanttimekaniikan kursseilta tie-
detédn, etté talla differentiaaliyhtalolld on dérellisia ratkai-
suja vain tietylld E:n arvoilla. Namé& energian ominaisarvot
ovat

E=(n+ 1)ﬁw,

5 (553)

missa n =0,1,2, ....

Harmonisen oskillaattorin energian ominaisarvot (553)
voi madrittdd myos toisella tavalla. Téssé ei tarvita ope-
raattorien ¢ ja p esitystd aaltofunktion avulla. Sen si-
jaan oletetaan yleisemmin, ettd on olemassa lineaariava-
ruus jonka objekteja merkitddn |a). Lineaariavaruudessa
on médritelty yhteenlasku |a)+|b) = |a+b) sekii skalaarilla
kertominen A|a) = |Aa), missi skalaari A voi olla komplek-
siluku. (Harjoitus: kertaa lineaariavaruuden perusoletukset
lineaarialgebran kurssista.) [|a) on yleistys aaltofunktiosta
a(x).] Lisiksi mééritellddn kahden alkion |b) ja |a) sisdtulo
(bla). Sisdtulo on skalaari, ja vaaditaan ominaisuudet

{alb) = (bla)",
{cla+b) = {c|a) + (c|b),
(b|Aa) = A(bla),

(ala) =0,

(b + cla) = (bla) + {c|a),
(Abla) = A*(bla),  (554)
(ala) = 0 & |a) =0,
misséd 0 tarkoittaa lineaariavaruuden nolla-alkiota. [Osoi-
ta ettd (alb) = [dxb*(x)a(x) toteuttaa kaikki siséitulon
ehdot.] Kvanttimekaniikan operaattorit ovat kuvauksia

sisdtuloavaruudessa. Kun operaattori A operoi alkioon la),
voidaan tulosta merkitd Ala) = |Aa).

Operaattorin A hermiittiskonjugaatti At maaritelldsn
(ATbla) = (b|Aa), V|a),|b). (555)

Jatkossa oletetaan operaattoreista ¢ ja p ainoastaan, ettd
ne ovat hermiittisid, eli ettd ne ovat itsensi hermiittiskon-
jugaatteja (¢" = ¢, p! = p). Harjoitus: osoita etts edelli
maééritellyt aaltofunktioiden operaattorit (548) ovat her-
miittisi.

Maaritellaian operaattorit

C =

(556)



Harjoitus: osoita etté ¢ todella on ¢n hermiittiskonjugaat-
ti.

Lasketaan
. 1 e e L
[e,¢1] = T (w?[d, 4] — iwlq, p] + iwp, 4] + [, p]) = 1,

missd, viimeinen muoto seuraa kommutaatiorelaatioista
(546). Triviaalisti [¢, ¢] = [¢T, ¢T] = 0.

Tutkitaan operaattoria

n = cle. (557)
Se on hermiittinen (totea). Hermiittisen operaattorin omi-
naisarvot ovat reaaliset. (Tdmén todistus on oleellisesti sa-
ma kuin pienten vérdhtelyjen yhteydessd osoitettu omi-
naisarvojen reaalisuus, joka oli harjoitustehtivini.) Mer-
kitd&n operaattorin 7 ominaistiloja kayttden ominaisarvoa
n indeksiné:

nln) = n|n). (558)
Oletetaan ominaistilat normalisoiduiksi: (nln) = 1.
N#hdédan ettd ominaisarvo n on ei-negatiivinen:
n = (n|an) = (¢n|én) > 0. (559)
Helposti lasketaan
[n,¢] = —¢. (560)
Tésta saadaan
n|én) = énjn) — ¢n) = (n — 1)|én), (561)

mistd ndhddén ettd é|n) antaan ominaisarvoon n — 1 kuu-
luvan tilan: éln) = ¢|n — 1). Normalisaatio antaa

lc|* = (¢én|én) = (n|éTen) = n, (562)
minkd perusteella kiinnitetdéin
én) =+vn|n—1). (563)

Jos operoidaan tarpeeksi monta kertaan ¢:114, joudutaan
lopulta negatiivisiin ominaisarvoihin, miké on ristiriidassa
kaavan (559) kanssa. Ristiriidasta pddstédén vain siten ettéd
n on aina kokonaisluku, jolloin ¢/0) = 0, ja aleneva pro-
sessi katkeaa. (Huomaa olennainen ero ominaisarvon nolla
ominaistilan |0) ja lineaariavaruuden nolla-alkion 0 viililla.)
Vastaavasti voidaan laskea tuloksia ¢f:lle. Kootaan tihéin
tarkeimmaét tulokset

één) = nn), n=0,1,2,...,00
én) = Vnln-—1)
dn)y = Vn+lln+1). (564)

Nihdiin ettd ¢ ja ¢ ovat operaattoreita, joilla voidaan
kiivetd ”tikapuita”alas ja ylos askel kerrallaan.

Lasketaan viela Hamiltonin operaattori
H =

% (7 +w@) = %hw (cet +éfe) = (n + 1) hw.

Téstd saadaan sama tulos energian kvantittumiselle kuin
véitettiin edelld (553).

9.2 Sahkomagneettisen kentdn kvanti-
sointi

Edelld johdettiin vapaan sihkémagneettisen kentén Ha-
miltonin funktio (485)

H = % Sy (P,fm + cZ‘k?Q‘;'m)
k @

kanonisten muuttujien Q,  ja P, , funktiona. Kun sovel-
letaan kanonista kvantisointia ndihin muuttujiin saadaan

(ko Py ] = 10k e
[Qk,a’Qk',a'} = 0
Pl P ] = 0 (566)

Télloin myos edelld médritellyt suureet ag,  (473) muut-
tuvat operaattoreiksi. M#dritelldin niiden avulla operaat-
torit

5 [2wp.€0 t 2wgeo +
Ck,a = B ak@, Ck,a = B ak,a'

Yleistden laskua jonka teimme harmonisen véarahtelijan
tapauksessa saadaan

{ckacka} = O O
{ékﬂ,ékI’QJ [c;mc}ea} =0.  (567)
Néiden perusteella madritelladn analogisesti
New = olha (568)
Niilld saadaan Hamiltonin operaattori muotoon
(569)

H=2 > (Ngo+ %)ﬁwk;-
k o

Néhdadn siis ettd jokainen kentédn vérdhtelymoodi myos
kvanttimekaniikassa vérihtelee toisista moodeista riippu-
mattomasti. Jokainen moodi on kvantisoitu kuten yksin-
kertainen harmoninen oskillaattori. Voidaan myos laskea
liikemé&drdoperaattori, jolle saadaan
8 . 1
pP= zk: %:(Nkya + )k, (570)

Tamaé tulos on odotettavissa tietden edeltid ettid aallon lii-
kemiérd (458) on p = (E/c)n = (hwk/c)'fz = hk.

Kvantisointi on tuonut aaltoteoriaan hiukkasominaisuu-
det. Néitd hiukkasia kutsutaan fotoneiksi. Operaattorin
N .o ominaisarvo antaa kuinka monta fotonia on aalto-
vektorilla k ja polarisaatiotilassa a. Yhden fotonin energia
on Twy, ja likkemdérd hk. Fotonien méérd kullakin aalto-
vektorilla ja polarisaatiosuunnalla on 0,1,2, ..., co.



n

Operaattori ék voidaan ymmaértad fotonin luomi-

NeY
soperaattoriksi koska se lisédd yhden fotonin mihin ta-
hansa tilaan. Vastaavasti operaattori Ck: on fotonin
hdavitysoperaattori. Kirjoitetaan kenttaoperaattorl vield
néiden avulla

-|-é}rc Ol(())e(o‘) exp(—ik -+ iwgt)

)

A(t,r) =

e exp(ik - r — iwgt)

] |

Kvanttikentédlla alin energiatila vastaa tapausta jossa
N, ko = 0 kaikilla k ja . Tama4 tila vastaa tyhjiota jossa ei
ole yhté#n fotonia. Témén tilan energia kaavan (569) mu-
kaan on dareton, silld vérahtelymoodien méard on ddreton
ja niiden nollapistevirdhtelyistd aiheutuva energia on myos
adreton. Edelld klassiselle pisteméiselle varaukselle saa-
tiin ddreton energia. Nyt on saatu ensimméinen esimerk-
ki kvanttiteoriassa esiintyvista ddrettomyyksistd. Téssa ta-
pauksessa ddrettomyydesta on helppo selvitd vain sanomal-
la ettd valitaan tyhjion energia nollaksi. Samantyyppisia
(mutta monimutkaisempia) ddrettomyyksid tulee kvantti-
kenttéiteoriassa vastaan useampia.

2. |

kaeoV o oT2

(571)

Jos fotonien méédréd on paljon suurempi kuin 1, on kom-
mutaattorin (566) arvo hyvin pieni verrattuna kommu-
taattorissa esiintyviin suureisiin. Téssd tapauksessa klas-
sinen teoria on hyvé approksimaatio. Néin on esimerkik-
si radioldhettimissi. Jos fotonien médrd moodissa on pie-
ni (esim. 0, 1 tai 2) on kommutaattori olennainen, ja
kvanttikenttéiteorian tulokset saattavat merkittdvésti poi-
keta klassisista.

Ollaan tultu hyvin ldhelle sitd mistd koko kvanttiteo-
ria sai alkunsa. Planck nimittdin pa&tyi kvanttihypoteesiin
tutkiessaan sihkomagneettista séiteilyd. Klassisen tilastol-
lisen mekaniikan mukaan tasapainotilassa kaikilla moodeil-
la on vérdhtelyd jonka energia kasvaa lineaarisesti abso-
luuttisen lampotilan 7' funktionas:

= % Zk: za: kBoltzmannT’

joka on ns. ekvipartitioteoreema. Kvanttimekaniikassa
energia ei ole jatkuva vaan diskreetti, jolloin moodit joil-
la hwk > KkBoltzmannl €ivat merkittdvasti virity. Tamé
merkitsee olennaisesti sitid ettd summa kaavassa (572)
on katkaistava poikki energialla hwp, ~ Epoltzmann; jol-
loin paddytain airelliseen termiseen energiaan. Tarkempi
késittely statistisen fysiikan kurssilla.

(572)

9.3 Materiakentdn ensimmainen kvanti-
soint1

Klassisessa osuudessa tutkimme séhkomagneettista
kenttdd joka vuorovaikuttaa hiukkasten kanssa. Jotta voi-
simme tutkia tdmén kvanttiteoriaa, meiddn on kvantisoi-
tava sekd sihkomagneettisen kentédn osuus ettd myds ma-
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terian osuus. Jilkimmaéinen tehddédn kahdessa osassa joita
kutsutaan ensimmdiseksi ja toiseksi kvantisoinniksi.

Tutkitaan ensimmaéisessd vaiheessa yhtd hiukkasta.
Epérelativistisella rajalla hiukkasen Hamiltonin funktio on

p2

H=
2m

+ V(r). (573)

Kanoninen kvantisointi kiyttden esityksid (547) ja (548)
[yleistettynd kolmiavaruuteen] antaa vastaavan operaatto-
rin
H= —h—2V2 +V(r) (574)
 2m '
Ns. Schrédingerin kuvassa (mitéd emme téssé johda) saa-
daan ajasta riippuva yhtalo

., O _ [
zha(t,r) = < —mV +V(r) ) vt r). (575)
Tamaé voidaan saada tulkitsemalla
8

Kuten keskusteltiin edellé, on Schrédingerin yht&lo ekviva-
lentti seuraavan Lagrangen tiheyden kanssa:

h L h?
= (WY =P )+ VYT VY VY. (94)
2 2m
Téssd on kuitenkin se vika, ettd se ei ole invariantti
Lorentz-muunnoksessa (aikaderivaatta esiintyy lineaarises-
ti, paikkaderivaatat neliollisesti).

Yksinkertaisin arvaus muodostaa kovariantti Lagrangen
tiheys joka edes vihén muistuttaa lauseketta (94) on olet-

taa o0+ O
- 202
= o el (577)
Téamé johtaa yhtdloon (harjoitus)
1 0%
2, L 2
Vi - Sl =y, (578)

mikd on Klein-Gordonin yhtdlé. Huomaa etté operaattori-
tulkinnoilla (548) ja (576) tdmé& on kvantisoitu muoto dis-
persiorelaatiosta (166), joka johdettiin relativistiselle hiuk-

kaselle: ,
= = p* +m2c?, (579)

kun u = mc/h.

Diracin yhtilo

Osoittautuu ettd Klein-Gordonin yhtilé ei kuitenkaan
kuvaa elektroneja. Dirac johti vuonna 1928 elektroneja ku-
vaavan yhtalon lahtemalld siita etta yhtélossa esiintyy vain
ensimmaéisid derivaattoja, ts.

oy

h&t

= Hy = —ichio - Vip + fmc*e. (580)



Téllainen yhtdlo on mahdollinen vain jos v ei ole skalaari,
vaan silld on useampia komponentteja,

Y1

p=| Y2 |, (581)

silld muuten paikkaderivaattatermi ei olisi isotrooppinen
(sama kaikkiin suuntiin). Vastaavasti, myos kertoimet o =
Z?Zl ;o ja B ovat matriiseja. Jotta Diracin yhtdilo (580)
kuvaisi relativistisia hiukkasia, pitdd siitd saada dispersio-
relaatio (579). Lasketaan siis

H? = (—icha -V + Bmc?)?
= ¥ (a-V)(a-V)
—ic*hm(af + Ba) -V

+m?ct 32 (582)

Jotta tdmé operaattoritulkinnalla (548) antaisi (166):n
on vaadittava

;o + oy 251‘3‘
a;f+pa; = 0
# = 1 (583)

Lis#ksi on vaadittava ettd matriisit «; ja 8 ovat hermiittisia
(jotta H olisi hermiittinen). Viitetdén ettéd pienin dimensio
jolla ndmé voidaan toteuttaa on 4. Siis

(584)

Téata kutsutaan Diracin spinoriksi. Kertoimet a ja 8 ovat
siis 4 x 4-matriiseja. Ne voidaan esittdd 2 x 2 Paulin spin-
matriisien o; ja yksikkématriisin I avulla

0 g; o I 0
O‘i(ai 0)’ 5(0 .y

Harjoitus: osoita ettéd ehdot (583) toteutuvat. Kéitevd apu
on relaatiosta

(585)

(a-o)b-o)=a-b+io-(axb), (586)

missé a ja b ovat mielivaltaisia vektoreita.

Pyritdan ymmaéartdmaan Diracin yhtélod tutkimalla yk-
sinkertaisia rajatapauksia. Levossa olevalle hiukkaselle saa-
daan

0
iha—qf = Bmc?ip. (587)
Tamén ratkaisut ovat
1 0
m_| 0 ( ,L&t) PP = 1 ( ,m7¢:2t)
P = 0 €xXp(—? 5 = 0 exp(—1 W
0 0
0 0
2 2
@_|0 me” @ |0 Sme”
p@ = | ¥ e, o = | 0 | ewl™)
0 1
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Ratkaisut 1(1) ja 1)(?) vastaavat positiivista energiaa ja (%)
ja 1 negatiivista energiaa. Timé ominaisuus on seuraus-
ta siitd ettd dispersiorelaatiolla (579) on seka negatiivisia
etté positiivisia juuria

c2p? + m2ct, (588)
Unohdetaan negatiiviset energiat toistaiseksi ja tutkitaan
kahta positiivisen energian ratkaisua.

Edella johdettiin ettd ulkoisessa sdhkomagneettisessa
kentéissii dispersiorelaatio (579) korvautuu lausekkeella
(183)

H-—ep\>
< <,0> =m? + (P—eA)’,

; (183)

Tekemélld vastaavat muutokset saa Diracin yhtéls (580)
muodon

oy
Zha—

Ratkaistaan tdmé hitaasti liikkuvalle positiivisen energian
hiukkaselle (v < ¢). Suurin aikariippuvuus tulee silloin ter-
mistd exp(—imc?t/h) joka tekiji otetaan erikseen. Kirjoite-
taan lisiiksi Diracin spinori (584) kahden 2-spinorin avulla

2
P = ( )g >exp(—imhct).

Sijoittamalla saadaan

[ca- (—ihV — eA) + Bmc® + ep]p.  (589)

(590)

zh% = co-(—ihV —eA)( + epx
L 0C ) 2
ih 5 = O (—ihV —eA) x + (—2mc” + ep)(

Jalkimmaisen ratkaisu on likiméaédrin

1
=—0 - (—ithV —eA) x. 1
¢ 50 (—ithV —eA) x (591)
Sijoittamalla ensimméiseen saadaan
zha =5 [0 (—iAV — eA)]" x + epx. (592)
Relaatiosta (586) saadaan

[0 - (—ihV — eA)]® = (—ihV — cA)?

+io - (—ihV —eA) x (—ihV — eA)
= (—ihV — eA)® — ¢ho - B (593)

miké lopulta antaa

zh% = % (—ihV — eA)® x + epx — %a -Byx. (594)
Tamé on tuttu ajasta riippuva Schrodingerin yhtélo lu-
kuun ottamatta kahta piirrettd. Ensiksi aaltofunktio x on
kaksikomponenttinen. Toiseksi, yhtédléon viimeinen termi
kytkee ndmé komponentit magneettikentéissd. Kaksikom-
ponettisuus ymmaérretdan siten etti elektronilla on sisdinen
kulmaliikeméérd spin, jota vastaa operaattori S = (h/2)o.



Viimeinen termi on téhéin liittyvd magneettisen momen-
tin energia —m - B, joka vastaa gyromagneettista suhdet-
ta v = 25%= [vert. (399)]. Témé on Diracin yhtdlon suu-
ri menestys, silla kokeellisesti on padtelty samantyyppisen
termin olemassaolo (joskin hiukan poikkeavalla kertoimella
2.00231930437 eiké 2).

Mainitaan vield muutamia Diracin yht&aloon liittyvié tu-
loksia, todistukset harjoitustehtédvanid. Maédritelladn mat-
riisit

~* ﬁaiZ( 0 (g

—0;

), (i=1,2,3)

I 0
= ﬁz(o 1)' (595)
Niilla saadaan Diracin yhtélo muotoon
L. 0 0
[ih(y" =—+v-V)—mc]p =0 (596)
8%‘0
tai
L ;0 .
(ihry prcie me)y =0 (summaus i =0,1,2,3). (597)

Ottamalla mukaan ulkoinen kettéd saadaan

—ey'A; —me)y =0 (summaus i = 0,1,2,3).
(598)

Diracin yhtdlo voidaan johtaa Lagrangen tiheydesta

L 0
(ify oz’

Lp = cp(ihy’ i —me)p

i (599)

missi ¢ = ¥T40 (¢! tarkoittaa ¢m transpoosin komplek-
sikonjugaattia). Diracin yhtdloon liittyy sdilyvé nelivirta
Jip = ecy'y. (600)

Edelld johdettiin klassinen materian ja kentdn vaiku-

tusintegraali
— / dQF™* By,

Z/mcds—f/dQ]lA —
4poc
(280)

Jos materia koostuu elektronista jota kuvaa Diracin yht&lo,
voidaan edellisen sijasta kirjoittaa
S = Sm + Smk + Sk

1 . 1 )
= — [dQ(Lp—jHhA; — —F"*Fy ). (601
[0 (o~ ipai = oF ). o0
Téata vastaava Lagrangen tiheys on

L= iy o= me b — oty A,

1 .
——— F*F,.

602

9.4 Materiakentan toinen kvantisointi

Ensimmaéisessd kvantisoinnissa klassinen massapiste on
korvautunut kentélld. Hiukkanen on siinéd oleellisesti kor-
vattu aallolla. Tamé teoria selittdd monia ennen ihmetysté
herattéaneitd ilmicitd, mm. atomin diskreetit energiatilat.
Tarkemmassa tutkimuksessa osoittautuu, ettd tamé teo-
ria ei olekaan aivan tédydellinen. Puutteita teoriassa ovat
mm. Diracin yhtdlon negatiiviset energiatilat ja elektronin
gyromagneettisen suhteen pieni poikkeama arvosta 25
Naihin ongelmiin 16ytyy ratkaisu varsin erikoisella tavalla:
tulkitaan hiukkasen aaltofunktio kentéksi ja kvantisoidaan
se samaan tapaan kuin séhkomagneettinen kenttad. T&t&
kutsutaan toiseksi kvantisoinniksi. Toinen kvantisointi
lisdé aaltofunktioon hiukkasominaisuudet, samaan tapaan
kuin sidhkomagneettisen kentdn kvantisointi synnytti sii-
hen hiukkasominaisuuksia. Téten kaikki elektronit voidaan
ajatella yhden suuren elektronikentén vardhtelykvanteiksi.
Toinen kvantisointi voidaan ndhdd my6s niin ettd ”klas-
sinen” vaikutusintegraali (601) on kvantisoitava kaikkien
kenttien suhteen.

Jotta tdmé keskustelu tulisi konkreettisemmaksi kirjoi-
tetaan muutamia asiaan liittyvid kaavoja, mutta ei py-
ritd johtamaan niitd. Samaan tapaan kuin vektoripoten-
tiaali (476) voidaan Diracin aaltofunktio kehitt&dd Fourier-
sarjaksi. Kun se kvantisoidaan saadaan kenttdoperaattori

t,r)
ip-r iEt
EV bp sus eXp( i i )
s=1,2
_ip - iEt
+df, ,vs(p) exp “7; ’"+%) . (603)

Téssd s on spin, v ja v ovat Diracin spinoreita (vasta-
ten A:n polarisaatiosuuntia) ja bp . ja df s luomis- ja
hévitysoperaattoreita. Osoittautuu ettd Diracin kenttés ei
voida kvantisoida kéayttiden kommutaattoreita. Kvantisoin-
ti onnistuu ainoastaan kayttden antikommutaattoreita
{A,B} = AB + BA, (604)
missé eroa kommutaattoriin on siis plusmerkki miinusmer-
kin paikalla. Erityisesti luomis- ja h&avitysoperaattorit to-

teuttavat
i it _
{bp75,b /,Sl} -
{dpsrdp o} =

ja kaikki muut nédiden operaattoreiden véliset antikom-
mutaattorit havidiviat. Samaan tapaan kuin edelld voi-
daan paitelld, ettd antikommutaattoreiden tapauksessa lu-
kumaédrdoperaattorit

6p,p’ 65,8'7

p,prds.ss (605)

e
Np. = b bps
et 3t .
Np. = dj, dp. (606)

saavat ainoastaan ominaisarvot 0 ja 1. Téllaisia hiukkasia
kutsutaan fermioneiksi, kun taas kommutaattorirelaatiot
(567) toteuttavia fotoneita sanotaan bosoneiksi.
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Elektronin fermioniluonteen takia voidaan ymmaértia
Diracin yhtélolle saadut negatiiviset energiatilat: Tyh-
jiotilaksi valitaan tila, jossa kaikki negatiiviset energiatilat
ovat tdysin miehitetty. (Tdmé& on mahdollista koska joka
tilaan mahtuu enintddn yksi elektroni.) Kun yksi elektro-
ni puuttuu negatiiviselta energiatilalta, vastaa se positro-
nia, elektronin antihiukkasta, jolla on positiivinen varaus.
b;)’s tulkitaan elektronin luomisoperaattoriksi ja dl s PO~
sitronin luomisoperaattoriksi. Niiden hermiittiskonjugaatit
ovat vastaavat havitysoperaattorit.

9.5 HaA&irioteoria

Kvanttielektrodynamiikan laskut tehd&dan
hiiricteorialla. Vastaten vaikutusintegraalia (601) voidaan
Hamiltonin operaattori kirjoittaa

H = Hy, + Hyy + Hy, (607)
Kasitellddn materian ja sdhkomagneettisen kentén kyt-
kent#é H, pieneni hiironi, jonka suhteen kaikki suureet
kehitetdédn sarjaksi. Nollannessa kertaluvussa Hamiltonin
operaattori on siis Hy = Hy, + Hy.. Tamin ratkaisu tunne-
taan eksaktisti. Se kuvaa toisistaan riippumattomasti ete-
nevii elektroneja (ja positroneja) ja sihkomagneettisia aal-
toja.

Kytkentatermi ei sisélld kenttien derivaattoja. Siten sité
vastaava termi Hamiltonin funktiossa on sama kuin La-
grangen funktiossa mutta vastakkaisella merkilla. T&t4 vas-
taava Hamiltonin operaattorin termi on siis

. = / AVecin D A;. (608)
Kytkentétermissé esiintyy lineaarisesti sihkémagneettinen
potentiaalioperaattori A; (571). Se joko luo yhden fotonin

tai havittdd yhden fotonin.

Elektronikentti esiintyy kahden tekijin kautta ¢ ja ¢ =
1[)T’yo. Kun ne ilmaistaan luomis- ja héivitysoperaattoreiden
avulla (603), saadaan neljdé tyyppid olevia kombinaatioita

b bpsrs b Ao A bpss dig o dp . (609)
Niistd ensimméinen hivittii elektronin tilasta p’, s’ ja luo
sen tilaan p,s. Viimeinen tekee saman positronille (vain
pilkulliset ja pilkuttomat suureet toisin péin). Toinen ter-
mi termi luo seké elektronin ettd positronin. Tatd kut-
sutaan parinmuodostukseksi. Kolmas termi havittda seké
elektronin ettd positronin. Tatd kutsutaan annihilaatioksi.

Yhdessi néitéd kaikkia prosesseja (samalla kun fotoni joko
syntyy tai tuhoutuu) on tapana kuvata diagrammilla:

Kuvassa suorat viivat kuvaavat elektronia tai positronia
ja aaltoviivat fotonia.

Hairioteoriassa on laskettava kytkentdtermin matriisie-
lementteji eri alku ja lopputilojen vélilld. Osoittautuu
ettd ensimmdéisessd kertaluvussa kaikki matriisielemen-
tit hévidvat koska muuten ne rikkoisivat energian ja lii-
keméadrdan siilymislakeja. Toisessa kertaluvussa esiintyy
nollasta poikkeavia matriisielementtejé, joita voidaan ku-
vata seuraavilla diagrammeilla.

(a)>—< Y >——<

JEN W

Diagrammi (a) kuvaa esimerkiksi prosessia jossa toinen
H.i luo elektronin jonka toinen Hpy tuhoaa. Téllaista
vilitilan hiukkasta kutsutaan wvirtuaaliseksi. Diagram-
mi (a) kuvaa mm. elektronin ja fotonin viilistd siron-
taa seké annihilaatiota ettd parinmuodostusta. Diagram-
mi (b) kuvaa kahden elektronin (tai positronin) vélisté
sihkomagneettista vuorovaikutusta.

Diagrammi (c) kuvaa sidhkomagneettisen kentéin vaiku-
tusta elektronin itsensi ominaisuuksiin. Diagrammi (d)
kuvaa virtuaalisesta parinmuodostuksesta johtuvaa vaiku-
tusta fotonin ominaisuuksiin. Korkeammissa kertaluvuissa
saadaan monimutkaisempia diagrammeja.

Haiiriokehitelméan kertaluvun n termien suhteellinen suu-

ruus on arvioilta
2 n/2
e
(47rceoh) '

Tamé tulee siitd ettd hiiridtermi Ho, on suoraan verran-
nollinen e:hen ja muut tekijiat tulevat siitd ettd termien
suhteen tulee olla laaduton luku. (e on siis luonnonvakio
joka kuvaa elektronin ja sdhkdmagneettisen kentén vilista
kytkentéd.) Suluissa esiintyvé suure on hienorakennevakio

(610)

€2 1
o= = .
dmeegh  137.03599

(611)

Koska tdm# on huomattavasti ykkostd pienempi, on ole-
tettavaa etté edelld kuvattu kehitelmé suppenee varsin no-
peasti, ja jo edelld mainitut toisen kertaluvun diagrammit
antavat hyvén likiarvon edelld mainituille prosesseille.

Tarkastellaan vield mitd kvanttiteoria sanoo elektro-
nin varauksen jakaumasta. Kommutaattori (542) voidaan
tulkita epidméériisyysrelaationa siten ettd jos mitataan
seké liikemédra ettd paikka, on nédiden mittaustulosten
epamaaraisyyksien tulo

AzAp > h (612)

Jos esimerkiksi fotonilla pyritédéin mittaamaa pituusskaalaa
Az, on fotonin energian oltava vihintdén E = cp ~ ch/Axz.
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Nidhdéaén siis ettd pienten etdisyyksien mittaaminen vaatii
suurta energia. Kun mitattava pituusskaala on

h
Ar = =10 137,
mc (07

(613)

on fotonin energia oltava yli mc?. Tallaisella energialla
tulee virtuaalinen parinmuodostus merkittéviksi [edelld
oleva diagrammi (d)]. Sanotaan ettd tyhjio polarisoituu
elektroni-positroniparien takia. Tdmé on jossain méérin sa-
mantapaista kuin edelld puhuttiin materian polarisoitumi-
sesta sihkomagneettisessa kentéissé.

Tyhjion polarisoitumisen takia sdhkokenttd ei pie-
nemmilli etdisyyksilli kasvakaan endd kuin 1/72, vaan
paljon hitaammin. S&hkokentdn kontribuutio elektronin
energiaan nayttdd edelleen divergoivan, mutta kvantti-
kenttéteoriassa tdmé divergenssi tulee merkittéaviksi vasta
niin pienilld etiisyyksilld (tai niin suurilla energioilla) et-
tei sitd mitenkédan koskaan pystyté kokeellisesti tutkimaan.
Siis kvanttikenttiteoria jittdd elektronin elektromagneet-
tisen ja muun massan suhteen epamaéaraiseksi lykkaamaélla
tdmén ongelman tavoittamattoman kauaksi.

10. Kitka (ei 05)

Tamé kurssi muodostaa kokonaisuuden edeltdvin Ana-
lyyttisen mekaniikan kurssin kanssa. P#idkohteena néissé
kursseissa on ollut kuvata ymparéivin maailman makros-
kooppisia ominaisuuksia, joiden kuvailuun klassinen teo-
ria on riittdva. Olemme siis pddsdantoisesti jatténeet pois
kaikki mikroskooppiset tarkastelut. Olemme kuitenkin ly-
hyesti tarkastelleet sitd, ettd klassinen teoria voidaan
yleistad kvanttimekaaniseksi teoriaksi. Néin klassinen teo-
ria antaa pohjan my6s mikroskooppisen maailman kuvauk-
selle, aivan sen kaikkein pienimpid tunnettuja osia myé&ten.

Edelléd esitetysséd klassisen teorian késittelyssd on kui-
tenkin yksi merkittdvd puute. Emme ole ldhes ollenkaan
késitelleet peruuttamattomia prosesseja, vaan ldhes kaikki
ilmiot ovat olleet symmetrisid ajankdannossa. Esimerkiksi
liikekitkan olemassaolo on esimerkki peruuttamattomasta
ilmiosté.

Poikkeuksen tekee lasku séteilyn reaktiovoimasta. Siiné
saadaan varauksen liikkeelle kitkavoima. Tamé& aiheu-
tuu siitd, ettd pyrimme eliminoimaan tarkastelusta
sihkomagneettisen kentédn vardhtelyt ja kuvaamaan sys-
teemié vain varauksen koordinaattien avulla. Tdmé on kit-
kavoimien yleinen ominaisuus: ne ovat efektiivisii voimia
jotka syntyvit siitd, ettd jdtetddn pois mikroskooppisia va-
pausasteita.

Makroskooppisessa teoriassa on usein olennaista ottaa
mukaan kitkavoimia. Kéytannossa niiden mikroskooppinen
laskeminen on usein lihes mahdotonta. Siksi on tarpeen
mallintaa kitkavoimia. Seuraavassa muutamia esimerkkejé.

Tarkastellaan johtavaa materiaalia sdhkokentédssé.
Jos ulkoinen kenttd on ajasta riippumaton, ovat
sahkovaraukset — staattisesti  asettuneet niin  ettd
sihkokenttd johteen sisdlld havidd, E = 0. Jos ulkoi-
nen kenttd muuttuu, syntyy johteeseen sekd sdhkokenttd
ettd virtoja. Tyypillinen oletus on ettd virran tiheys
riippuu lineaarisesti poikkeamasta tasapainosta,

j=oE. (614)
(Yleisemmin johde voi olla epéisotrooppinen jolloin j; =
o1 Ey.) Vakiota o (tai o) kutsutaan sihkénjohtavuudeksi.
Téllainen lineaarinen relaatio (Ohmin laki) ilmeisesti on
voimassa ainakin silloin kun poikkeama tasapainosta on
pieni.

Toinen esimerkki on lammon johtuminen.
Lampotasapainossa lampotila T on vakio. T&lléin my6s
lampdvirrantiheys j, = 0. Jos poikkeama tasapainosta on
pieni, on ilmeisesti voimassa lineaarinen riippuvuus

jo = —KVT, (615)

missé vakio kK on ldmmonjohtavuus.

Huomaa ettd sekd o ettd x ovat valttdméattad positii-
visia. N&in on siksi ettd syntyvien virtojen taytyy pa-
lauttaa systeemi tasapainotilaa kohden. Muussa tapauk-
sessa alkuperédinen tasapainotila ei olisi stabiili. Huomaa
myds ettd molemmat relaatiot (614) ja (615) rikkovat
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ajankddntosymmetrian. (Vasemmat puolet vaihtavat merk-
kid mutta oikeat puolet eivét.)

Yleisemmin sdhkonjohteen poikkeamista tasapainosta
E = VT = 0 voidaan kuvata yhdistetylla lineaarisella riip-

puvuudella
J\_ [0 « E
jo ) \ B -k vT )
Tilastollisen fysiikan kurssissa johdetaan liséksi relaatio

kertoimien viélille niin ettd matriisissa on vain kolme riip-
pumatonta vakiota.

(616)

Viimeisend esimerkkind olisin halunnut késitelld nesteen
virtausta. Erityisesti olisi johdettu haviétonta virtausta ku-
vaava Eulerin yhtilé (nopeus v, tiheys p, paine p)

dv +(v-V)v= —%Vp,

o (617)

ja sitten olisi johdettu miten dissipaatio otetaan lineaa-
risesti mukaan kahdella viskositeettikertoimella 0 ja ( ja
saadaan Navier-Stokes-yhtdlo

p [21; + (v V)v] =-Vp+nViv+ ((+ %H)V(V “v),

(618)
katso LL6. Té&lla olisi sitten voinut tutkia vaikkapa
ddniaaltojen vaimenemista. Valitettavasti talld kertaa
meilld ei ole tdhén endé aikaa.

Huomautetaan vield ettd tavallisella Lagrangen ja Ha-
miltonin formalismilla ei voi kisitelld kitkavoimia. (Siis
siind tapauksessa ettd kaytettddn vain makroskooppisia
vapausasteita.) Kitkavoimat on siten lisdttdava vasta lii-
keyhtdloihin (ei L tai H funktioihin), kuten edelld demon-
stroitiin.

11. Lopuksi

Analyyttisen mekaniikan kurssissa opittiin ilmaisemaan
Newtonin lait kidyttien Lagrangen ja Hamiltonin formalis-
mia. Sielld n#itd menetelmié sovellettiin eri systeemeihin,
joissa on muutamia vapausasteita. Lopuksi késiteltiin ly-
hyt johdanto kvanttimekaniikkaan.

Téassd kurssissa lahdettiin yleistdméddn Lagrangen ja
Hamiltonin formalismia. Ensin tutkittiin tapausta jos-
sa on suuri mé&drd vapausasteita ja sitten mentiin
jatkumorajalle. Tatd teoriaa sovellettiin sitten pitkélti
sihkomagneettisesti vuorovaikuttaviin hiukkasiin. Perus-
teltiin tdmén systeemin vaikutusintegraali kolmessa eri
vaiheessa, kéyttéaen erityisesti hyviksi suhteellisuusteorian
vaatimuksia. Vaikutusintegraalista johdettiin Lorentzin
voima ja Maxwellin yhtélot, ja sitd kautta suuri jouk-
ko klassisen sdhkdmagnetismin tuloksia. Lopuksi esitettiin
johdatus kvanttielektrodynamiikkaan, ja mainittiin jotain
kitkavoimista (ei 05).

Tenttiin valmistautuessa on térkeintéd yrittdd ymméartaa
fysikaaliset ideat. Yleistd kaavojen ulkolukua en suosittele.
Kuitenkin seuraavat kaavat on hyvd muistaa ulkoa

e Lagrangen yhtalo sekd jatkuvassa etté diskreetissd ta-
pauksessa

o Maxwellin yhtalot kolmivektorimuodossa
e sihko- ja magneettikentén esitys potentiaalien avulla
e Lorentzin voima

e sihkomagneettisen kentén energiatiheys ja Poyntingin
vektori

e jatkuvuusyhtélo
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