KAAVAKOKOELMA
Hermitén polynomien perusominaisuuksia:
1. Differentiaaliyhtéls: H)'(§) — 26H,(§) + 2nH,(§) =0, n=0,1,2,...

2. Ortonormaalisuus: [ H,, (&) Hp (€)™ dE = 8pn2rnl\/m

3. Rodriquesin kaava: H, (&) = (—1)"ef” ddg;,e_fz

4. Palautuskaavat: H) (§) = 2nH,—1(§) ;  Hp41(§) = 26H,(§) — 2nH,—1(§)

. . . L g2 X H,
5. Muodostaja- eli generoiva funktio: e~ +25¢ = Zo #s”
n=
Yksidimensioisen harmoonisen oskillaattorin normitetut aaltofunktiot yksikoissd, £ = /",

— -1, _ 4w 1
n(@) = NuHa(€)e 35 N, = EFW

Laplace operaattori pallokoordinaatistossa
10 0 1 1 0 0 1 02
2_ - 7 27 i i inf—
v r2 or (r 87’) + r2 [sin@ 00 (Sm 39) * sin? @ 3(,02}

Legendren polynomien perusominaisuuksia:
1. Differentiaaliyhtéls: (1 — 22)P)/(z) — 22P)(z) + £({ + 1) Pe(z) = 0

T

1
2. Ortogonaalisuus: [ Py(z)Py(z)dz = | Py(cos8)Py(cos ) sin 0df = ﬁéek

21 0

3. Rodriguesin kaava: Py(z) = Q%Z!dd—;(zQ — 1)

4. Symmetria: Py(—z) = (—=1)*Py(2)

5. Palautuskaava: (¢ + 1)Ppy1(2) — 2(20 4+ 1) Py(2) + £Pp—1(2) =0
6. Alimman kertaluvun polynomeja:

Po(z) =1, Py(2) =2 Plz)= %(3% “1) ) e

Assosioitujen Legendren funktioiden ominaisuuksia:

1. Médritelmd, kun m > 0: P*(z) = (1 — 22)%%1:’@(2)

m

2. Midritelmd, kun [m| < £: PJ(z) = (1 — 22)% L2022 — 1)



3. Differentiaaliyhtils: (1 — 2)2%&’”(2) — 2z Pm(z) + (f(@ +1) - %) P(z)=0

1
4. Ortogonaalisuus: < P"| P >= [ P"(2) P} (z)dz = ﬁ Eﬁf::;;:(wl
51

5. Kvanttiluvun m merkin vaihto: P, ™ (z) = (—1)™ Eﬁ;:ﬁg:Pg"(z)

6. Symmetria: Pj"(—z) = (—1)T™ P (z)
7. Arvo pisteessd z = 1: P"(1) = 6mo
8. Palautuskaavat: (2¢ + 1) t P (t) = ({ +m) P2 (t) + (£ —m + 1) P} (t)
ja 20+ VT = 2P7H(t) = P () — PRy (1),
Pallofunktioiden tirkeimméét ominaisuudet:

1. Masritema: Y2 (0, ) = (2?;1) Eﬁlzgi(fl)meim“’ﬂm(cos 0)

2. Kompleksikonjugaatti: Y,**(6, @) = (—=1)™Y*, (6, )

3. Ortogonaalisuus: < Y%, |V}, >= [T df sin&fo27r doY >4 (0, 0)Y,E (0, 0) = 800 By

4. Arvo pisteessi 0 = 0: Y5 (0,¢) = /2L,

5. Summakaava: merkintd 7 viittaa vektorin 7 suuntaiseen yksikkévektoriin.

4
PP F) = oy 3 YR YA)

Harmoonisen oskillaattorin aaltofunktio pallokoordinaateissa:
_ 22 epltg o o\ye . _ 2(nl)
¢N€m(7“) —NN@@ 2r Ln (T )Ym(67@)77 NNE_ F(n—‘r@-‘r%)

Vetyatomin aaltofunktio pallokoordinaateissa:

_r - n—f—1)! 20+3
Gt (7) = Lt f(VVE0.0); tune(r) = N 71 e L2FL (20); Ny =/ it (2)
Laguerren polynomien ominaisuuksia:
1. Differentiaaliyhtils: zL,*(z) 4+ (a 4+ 1 — )L, (x) + kL (z) = 0

2. Rodriguesin kaava: L% (z) = €2~ A (e—ognta)

Tz

3. Muodostajafunktio: We%l = X_:OLz(m)z”

4. Palautuskaavat: (n+1)L5, (z) = (2n+a+1—x)Ly(z) — (n+ o)Ly ()
ja zLy (@) = (n+ o)Ly (z) — (n— 2)L3(2)
5. Ortogonaalisuus: [ e "t*L%(t)L% (t)dt = 571"/%
0



Vektorilaskennan kaavoja

Vx(UxV) = UOV-V)+WV-NUT-V(V-U)- (U
(A-V)i = A
- DA(7)
= VA _
(7 V)A(F) 7“8 5{3
- T
_’-v p— E—
(Vo) = 1)
V-7 3
Trigonometrian kaavoja
sinika = isinhka
cosika = coshka
cosh’ka  — sinh®ka =1
Besselin ja Neumannin funktiot
sel : 4
(Bessel) — Jolp) = /55 Jery (P)

(Neumann) n,(p) = (—1)¢1

LS DRy
J"(I)kz_ok! T(k+n+1) (5)

Kunp—20
1 pTL
J N —
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_ 26 00,
n,(p) =~ D€p7271

Kun p — o0



Besselin ja Neumannin funktioiden ominaisuuksia

Rayleigh 'n kaavat:
d \" [sinx
o) = e () ()

n, () = —(=1)"a" <$Z$)n (CO;x)

Palautuskaava:
. 2n+1 . .
I (@) = ———7J,(2) = j, 4(2)
Alimman kertalun funktioiden esityksi
. sinx . sinx — xrcosx
r)=——, )= —-—F——
]0( ) T -71( ) $2

o) = 2,(2) ~ jola)

_ cosx _ cosx + xsinx
no(x) - T ) nl(x) - ) ’
3
Ny (x) = Enl(x) —n,y ()

Vapaan hiukkasen Schrodingerin yhtdlon ratkaisu pallokoordinaateissa

= ) (r) = A, j,(kr)Y! (7) + B, n,(kr)Y" (7)

Gamma-funktio

1
F(i) =T

1 (2¢+ )N

= TA+l+35)=vr

Tasoaallon kehittdminen pallofunktioiden avulla
. © é A
eFT = Am Y it lkr) Y Y (R)YE ()
£=0 m=—{

e = > (20+41) i ji(kr) P,(cos6)

Integraaleja




Kulmaliikem&irin nostamis- ja laskemisoperaattori

L

Loyt =\/(txm) ({+m+1) Yo

Yksidimensionen harmooninen oskillaattori
i . . . . . .
a=—=(p,, —iz,,) hivittdmisoperaattori

V2

= ﬁ (pop + z’mop) luomisoperaaattori

al
Namé operaattorit toteuttavat seuraavat ominaisuudet:
1. [a,af] =1
2. H=3(a'a+aal)
3. [a,H]=a
4. [af,H] = —a'



