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Kompleksiluvut ja -funktiot
1. Johdanto

1° Luonnolliset luvut A :1,2,3,...
Luonnollisille luvuille on ma&ritelty

e yhteenlasku: a +b € N, kun a,be N.
e kertolasku: a-b € N, kun a,b e N.
Kysymys:
Jdz € N siten, ettd a + ¢ = ¢, kun a,c € N?

Vastaus: ei aina (esim. a = 5,¢ = 2).
= Laajennetaan lukualuetta; lisdtdén O ja negatiiviset
luvut.

2° Kokonaisluvut Z:...,-2,-1,0,1,2,...
Kokonaisluvuille on m#éritelty

e yhteenlasku: a + b € Z, kun a,b € Z.
e vithennyslasku: a —b=a + (-b) € Z, kun a,b € Z.

e kertolasku: a-be€ Z, kun a,b € Z.

Vihennyslasku ¢ — a vastaa kysymykseen: paljonko on =z,

josa+x=c?
Kysymys:

dx € Z siten, ettd a-x = ¢, kun a,c € Z?

Vastaus: ei aina (esim. a=3, ¢=2).
= Laajennetaan lukualuetta; lisdtd4n murtoluvut.

3° Rationaaliluvut Q: %;a,0 € Z,b#0
Rationaaliluvuille on m&aritelty

e yhteenlasku:a +b € Q, kun a,b € Q.

e vihennyslasku: a —b=a + (-b) € Q, kun a,b € Q.
e kertolasku: a-b € Q, kun a,b € Q.

o jakolasku: € Q, kun a,b € Q ja b # 0.

Jakolasku ¢ vastaa kysymykseen: paljonko on z, jos
a-x=c?
Kysymys:

dx € O siten, ettdi x-x =¢, kunc € Q,¢ > 07

Vastaus: ei aina (esim. ¢ = 2).
= Laajennetaan lukualuetta: lisdtddn irrationaaliluvut.

4° Reaaliluvut R
Reaaliluvuille on mé&ritelty

e yhteen- ja vihennyslasku: a +b € R, kun a,b € R.
e kertolasku: a-b € R, kun a,b € R.
e jakolasku: y € R, kun a,b € R.

Reaalilukujen desimaaliesitys:

o jaksollinen: rationaaliluku.

o jaksoton: irrationaaliluku.

Lukusuora: Jokaista reaalilukua vastaa suoran piste ja
kddntden: jokaista suoran pistettd vastaa reaaliluku.
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Kuwva 1.1: Suoran pisteet vastaavat reaalilukuja.

Kysymys:
dz € R siten, ettd - x = ¢, kun ¢ € R?

Vastaus: ei aina (esim. ¢ = —2).
= Laajennetaan lukualuetta; lisdtd4n imagindariluvut
= Kompleksiluvut C.

2. Kompleksilukujen esitys
Mairitelmd: Kompleksiluku z € C on jarjestetty
reaalilukupari (a,b);a,b € R.

Ominaisuuksia (a,b,c,d,m € R):

(i) (a,b) = (c,d) jos ja vain jos (joss, &) a=cjab=d.

(ii) yhteen- ja vihennyslasku:
(a,b) £ (¢,d) = (axec, b d).

(iii) kertolasku: (a,bd) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be) ja
m(a,b) = (ma, mb).
Yhteen- ja kertolaskut ovat kommutatiivisia, t.s. esim.

21+ 22 =220+ 21.

1° Graafinen esitys: Kompleksitaso
Jokaista (kompleksi)tason pistettd (z,y) vastaa
kompleksiluku ja k&dntéden.

(0.6)7]

(a,‘O) x

Kuva 1.2: Kompleksitaso

Reaaliluku: (a,0), a € R.
Imagindériluku: (0,b), b € R.
Kompleksiluku:

2= (a,0) @ (a,0) + (0,0) @ a(1,0) + (0, 1).
Esim. 2> = -1, z = (a,b), —1 = (-1,0)

(i)

z-T (a® — b2, ab + ba) = (a® — b?,2ab)
= (-1,0)
g {az—b2=—1 :>{a 0
2ab =0 b=1
= x =(0,1).



2° Esitys imaginairiyksikén i avulla

Merkitaédn
(1,0) =1 reaaliyksikko
(0,1) =i imagindiriyksikko
Télloin
z = (a,b)=a(1,0)+b(0,1)=a+ bi
= a+1b.
Nyt
-1 = (170) : (150) = (1 _070+0) = (170)
1eR
ja
i-i = (0,1)-(0,1)=(0—1,0+0)=(-1,0)
= —-1leR.

Peruslaskutoimitukset
Yhteen- ja vihennyslasku:

(a+ib) £ (c+id) = (a % ¢) +i(b + d).

Kertolasku:

(a+1b) - (¢ +1id) = (ac — bd) + i(ad + be).

Jakolasku:

.bc—ad

a+ib a+ibc—id ac+bd ;
2 +d?

c+id  c+idc—id 2+ d?

Nimityksid
Olkoon z = (a,b) = a + ib; a,b € R. Nyt

a on reaaliosa; merkintd a = Rez.

b on imagindiriosa; merkintd b = Imz.

¢ on imagin&ariyksikko.

Jos b = 0, niin z on puhtaasti reaalinen.

Jos a =0 ja b#0, niin z on puhtaasti
imagin8drinen.

2* = a — ib on z:n liittoluku eli

kompleksikonjugaattiluku. (Usein kiytetdin myds

merkintdd z = z*.)

|2| = Vz*2 = Va2 + b2 on z: itseisarvo. (Usein

kéytetddn myos merkintdd modz = |z|.)

3° Napakoordinaattiesitys
Koordinaattiakselien nimitykset:

x-akseli: reaali(luku)akseli.

y-akseli: imaginddriakseli.

Yl (y)=x+y

% 3y=rsinD

0
\ - .

x=rcos x

Kuva 1.3: Napakoordinaattiesitys.

Jokaista kompleksilukua vastaa kompleksitason piste,
jonka sijainti ilmoitetaan kahdella koordinaatilla:

e (z,y): suorakulmainen eli karteesinen koordinaatisto.
o (1, ¢): napakoordinaatisto.
Kompleksiluku z voidaan siis kirjoittaa
z=(x,y) =z +1iy = rcos¢+ irsin¢.
Kayttden Fulerin kaovaa
e’ = cost +isint
voidaan napakoordinaattiesitys kirjoittaa muotoon
2z =12+ iy =r(cos ¢ + isin¢) = re'?
eli
z = re
2¥ = re”%.
Téassé
e 7 on z:m itseisarvo |z| = modz.

e ¢ on z:n vaihekulma eli z:n argumentti = argz.

arctan 2
x

T =
¢ =
Napakoordinaattiesityksessd on usein helpompi suorittaa

laskutoimituksia.
FEsim. Olkoon

71 =x +iy1 = rietf
29 = Xy + iy = T2e"?2.

Nyt
2120 = T1T2€i(¢l+¢2)
= rir2cos(¢r + ¢2) +isin(dr + ¢2)]
ja
A Mi(gi—¢2)
22 T2

= Dlcos(gr = ¢o) + isin(gr — o))
Jos z = re'®, niin

P rr (ei¢)n — ,rneinqﬁ

= r"[cosng + isinng].



Téasta erikoistapauksena saamme De Moivren teoreeman:
[cos ¢ + isin@|™ = ™ = cosne + i sinne.

Esim. Olkoon z; = (0,1) =i = re*.
Nyt r =1 ja ¢ = /2, joten

2= (e5)’ =" = —1.

Esim. Yhtils |z] = 1 on yksikkdympyrian yhtilo, silld

(2*2)% = [re"re®]? = (r?)

= Va?+y2

E

t.s.
2l=1 & 2 +9° =1
|| Y

Huom. Napakoordinaattiesitys on jaksollinen
vaihekulmassa:

7 =ret® = pellH2m) = piléth2m) }c 7

Jos argumentti ¢ on rajoitettu vilille 0 < ¢ < 27,
sanotaan ettd kyseessd on pddarvo eli pddhaara.

4° Kompleksiluvun juuret
Luku w on z:n n:s juuri, jos

w" = z.
Kirjoitetaan z napakoordinaattiesityksessi.:

z=re®TR2M). 0 < ¢ < 21 ja k=0,£1,+2, ...

Nyt
w = zl/" = [rei(¢'+k27r)] tm
— Tl/nei(¢/n+k-27r/n) — Reiq”“,
missd
R = ot/
2
o, = 24k k—o0,41,42 .
n n

Kun rajoitutaan w:n pdidhaaraan, t.s. vaaditaan ettd
0< &, < 27,

ndhdidn, ettéd

2
¢k=é+k—7r7 k=0,1,2,...,n—1.
n n

Jokaista k:n arvoa 0,1,2,...,n — 1 vastaa eri w:n arvo.
Luvun n:nelld juurella on siis n eri arvoa.

Esim. Olkoon z = —1 + i. Mitd on /z? Kirjoitetaan 2
napakoordinaateissa:

2= —141i=re?¢ = /2e37/4+k2m)
Nyt

Y7 = L3 = 9l/64i3n/4tk2m)/3
21/6ei(7r/4+k-27r/3),

eli )
k=0: 2z =2/0¢i"/4
k=1 2 = 21/66i(7r/4+27r/3)
k=2: sz5=2l/6cir/4+47/3)
(k =3 23 = 21/6€i(7r/4+27r) — 20)'
i+
® 70
203
Zi [~
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Kuva 1.4: Luvun —1 + ¢ kuutiojuuret.
Esim.z™ =1 eli

1=¢"" k=041,42,...
Siis 1:n m:s juuri on
wp = e*2/m | =0,1,2,...,n — 1(n kpl).

Esim. ¢/1 = e*(¥/3)27 josta,

wWo = 1

wy = —1/24+i-/3/2

wo =—1/2—1i-/3/2
Tarkistetaan esimerkkind ws:

w%:—1—3—\/§i+g+ﬂi:1.
8 8 8 8
5° Polynomin nollakohdat

Usein joudutaan etsimédn n:n asteen polynomin
Po(2) =an2" +an_ 12" 1+ - +ayz+ ag

nollakohtaa, t.s. ratkaisemaan P,(z) = 0. Algebran
peruslauseen mukaan

2z € C siten, ettd P,(z1) = 0.

Edelleen voidaan osoittaa, ettd jos P,(z1) = 0, niin
z — 21 jakaa polynomin P, (21), t.s. on olemassa (n — 1):n
asteen polynomi Q,—1(z) siten, ettd

Po(2) = (2 = 21)@n-1(2).

Sovelletaan polynomiin @, _1(z) uudelleen algebran
peruslausetta, j.n.e. Lopputulokseksi saadaan ettd n:n
asteen polynomilla on tdsmélleen n nollakohtaa, juurta
(joista jotkut voivat olla keskendéin yhtésuuria). Jos
P,(2):n juuret ovat z, 29,..., 2, niin

P.(2)=an(z—21)(z — 22) -+ (2 — 2n).

6° Kompleksilukujen vektoriesitys

Kompleksilukua z = z + iy vastaa (z,y)-tason vektori,
jonka alkupiste on origossa ja péitepiste pisteessd (z,y).
Tallaista vektoria sanotaan paikkavektoriksi.
Kompleksilukujen yhteenlaskua vastaa vektorien
yhteenlasku.
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Kuva 1.5: Kompleksilukujen yhteenlasku
vektoriesityksessa.
Ka#ntden: kahden vektorin Z; ja Z» pistetulo

Z1 - 22 = |z1][22] cos b,

kun @ on vektorien vilinen kulma, vastaa skalaaritulon
2} 22 reaaliosaa, silla

i = rie T Pipge'®? = piryei(®2—91)

rirae® = riry [cosf + isind).
Téastd ndhdddn, ettd
Re{ZT22} =T1T2 cosf = Z1 - 29.

Toisaalta ristitulon eli vektoritulon itseisarvo

|§1 X 22' = ’f‘1’f‘2| sin0|
vastaa skalaaritulon zizs imagindériosan itseisarvoa:

|21 X Z2| = Im{2] 22 }]
joten

272 = Z1 - 2 + 0|21 X Za).

3. Kompleksifunktiot
Tarkastellaan funktiota f(z), joka kuvaa kompleksiluvun
z kompleksiluvuksi w, t.s.

w = f(z).

e f(2) on yksiarvoinen z:n funktio, joss jokainen z
kuvautuu tasmélleen yhdeksi luvuksi w.

e f(z) on moniarvoinen z:n funktio, joss z:mn arvot
kuvautuvat useammaksi kuin yhdeksi luvuksi w.

Esim. Funktio w = f(z) = 22 on yksiarvoinen.

Esim. Funktio w = f(2) = 2'/? on moniarvoinen
(kaksiarvoinen). Esim. piste z = 1 kuvautuu pisteiksi
w=1jaw=-1.

Ellei toisin mainita, tarkoitamme jatkossa funktiolla
yksiarvoista funktiota.

1° Muunnokset
Olkoon w = f(z) yksiarvoinen funktio. Kirjoitetaan

w=u+1; u,v €ER

ja
z=x+1y; x,y € R.

Nyt
w=u+w=f(2) = f(z+1iy),
t.s.
w=u(z,y) jav=uo(x,y).

Tami voidaan tulkita siten, ettd kompleksitason,
z-tason, piste (z,y) kuvautuu toisen kompleksitason,
w-tason, pisteeksi (u,v).

Esim. w = 2% on yksiarvoinen funktio. Nyt

w=u+iv=(x+iy)? = 2% —y? + 2ixy,
joten

u = z°—y°

= 2zy.

a) Piste P(—2,1) z-tasossa kuvautuu w-tason pisteeksi
P

(-2)*-1*=3
2(-2)1 = —4.

Siis kompleksiluku —2 + ¢ kuvautuu kompleksiluvuksi

3 — 4 kuvauksessa w = z2. Samassa muunnoksessa piste

Q(1,—-2) kuvautuu pisteeksi Q'(—3, —4).

b) Suoran PQ yht#ld on

S S Sy | S— eli = — =t,
Y2—U

T2 — 1

missd parametri ¢ voi saada kaikki mahdolliset
reaaliarvot. Parametrin ¢ avulla suoran PQ) yht&ls on

—3t+1
3t—2,

X =
y =
eli z-tasossa suora voidaan esittdd muodossa

z2==3t+1+i3t—2); —oco <t < 00.

Muunnoksessa z-tason suora P(Q kuvautuu w-tason
kéayriksi P'Q":
y 1 VT A
U

N

Kuwva 1.6: Suora kuvautuu muunnoksessa w paraabeliksi.

1
P

uw = (=3t+1)2—-(3t—2)>=6t—3

= 2(—3t+1)(3t —2) = —18> 4+ 18t — 4,

eli
w = 6t — 3 +i(—18t> + 18t — 4).

Voimme my6s kirjoittaa ¢:n w:n funktiona

1
t= 6(u+3)7



jolloin
1 1 1
v = —§(u+3)2+3(u+3)—4= —§u2—|— 3
eli

w:u+%(1—u2).

2° Kiertopiste, leikkaus ja Riemannin pinta
Esim. Kuvaus w = z'/2 on kaksiarvoinen funktio.
Napakoordinaattiesityksessa

y = Tei(¢+27rk)7

joten
w = \/Fei(¢/2+k7r) .

Riippuen kokonaisluvusta & saadaan kaksi mahdollista
arvoa:

Vre®? kun k=0
wy = \/;ei(¢/2+7r) — \/Fei¢/2ei”
= —re'/? = —wy, kun k = 1.

wy =

e pdadhaara saadaan, kun k = 0.
e toinen haara saadaan, kun k = 1.

e kun k = 2, palataan piihaaralle.

Koska funktion w = 2'/2 arvo muuttuu, kun z-tasossa
kierretdin pisteen z = 0 ympéari kulman 27 verran (t.s.
lisdtddn z:n vaihekulmaan 27), sanotaan tdtd pistettd

kiertopisteeksi.
Merkitdan
0 =9¢+27k; 0< ¢ < 2m,
jolloin .
z=re®.

Voimme rajoittua yksiarvoiseen (yksikisitteiseen)
funktioon rajoittamalla kulman © arvoja:

1. piirretdéin z-tasoon viiva (suora tai kdyrd), joka
alkaa pisteestd z = 0 ja jatkuu ddrettomyyteen.

2. sovitaan, ettd emme milloinkaan ylitd tdtd viivaa eli
kielletiéin 27:n tai sitd suuremmat kierrot z-tasossa.

Niin menetellen funktio 2!/2 pysyy yksikésitteiseni.
Kompleksitason viivaa, jonka ylittiminen on kielletty,
sanotaan leikkaukseksi: voimme ajatella, etté
kompleksitaso on leikattu auki pitkin télldista viivaa,
jolloin leikkauksen ylittdminen on mahdotonta.
Leikkaukseksi on tapana valita mahdollisimman
yksinkertainen viiva; t&ssé esimerkissd esim. positiivinen
reaaliakseli.

N/
e

Kuva 1.7: Esimerkki yksinkertaisesta leikkauksesta.

Kulman © arvosta riippuen paidymme funktion 2'/2 eri
haaroihin:

e piidhaara, jos 0 < O < 27.
e toinen haara, jos 27 < © < 4.

Molemmissa haaroissa z'/2 on yksikisitteinen. Vastaavia
z-tason yksiarvoisuusalueita sanotaan Riemannin
lehdiksi. Riemannin lehdet muodostavat Riemannin
pinnan. Funktion w = 2!/2 Riemannin pinta muodostuu
kahdesta Riemannin lehdesté, 0 < © < 27 ja

27 < © < 4, eli on pinta

z=re®; r>0, 0<0O < 4r.

FEsim. Funktio w = In z on dérettomén moniarvoinen.
Napakoordinaateissa

z=refPt2mR). k=0, 41,42, ...
ja
w=1Inr+i(¢+ 27k).

e pidhaara: k = 0, jolloin

w=Inr+i¢.

e 1. sivuhaara: k =1, jolloin
w=1Inr+i(¢+ 27).

Huom! Kierroilla z-tasossa funktiota ei saada
koskaan palaamaan piddhaaralleen.

Kuva 1.8: Funktion w = In z moniarvoisuus.
o kiertopiste: origo eli z = 0.
e leikkaus: positiivinen reaaliakseli.

e Riemannin lehti:
2kn <o < 2(k+1)m; k=0,£1,£2,...

e Riemannin pinta: —oo < ¢ < 00.
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Kuwva 1.9: Kiertopiste ja leikkaus.
Esim. Funktio w = (22 + 1)'/2. Kirjoitetaan timi
muotoon

w=+/(2+1)(z 1)
ja ilmaistaan z + ¢ ja z — ¢ napakoordinaateissa:
z+i = relPrteh)
z—i = rpell®rt2mha)

Tallsin
JTirge (9112 HkT) il d2 2+ ko)
= mei(¢1+¢2)/2€i7r(kl+k2) ‘

g
|

ks

-1

Kuva 1.10: z = 11e¥ —§ = rye™®? 4§
Kierretddn pisteen z = ¢ ympéri kulman 27 verran pitkin
sellaista rataa, joka ei sulje sisdéinsé pistettd z = —i.
Talloin ko kasvaa yhdelld kq:n pysyessd ennallaan eli
ki 4+ ks — ki + ko + 1. Oletetaan, ettd ennen kiertoa
k1 + k2 = 0, joten kierron jilkeen ky + k2 = 1. Kun
merkitidfin vastaavia funktion arvoja symboleilla w; ja
we, saadaan

wy = \/mei(qﬁﬁqﬁz)/?
Wy = — 7‘17‘26i<¢1+¢2)/2.

Piste z =i on siis kiertopiste.

b
PR

Kuva 1.11: Kierto pisteen +i ympdri.

Kierretdan pisteen z = —¢ ympéri kulman 27 verran
pitkin sellaista rataa, joka ei sulje sisdénsi pistettd z = i.
Tallsin k; kasvaa yhdelld ky:n pysyesséd ennallaan eli

ki1 + ko — ki1 + ko + 1. Oletetaan, ettd ennen kiertoa

k1 + ko = 0, joten kierron jilkeen ki + k2 = 1. Funktion
arvot ennen kiertoa ja kierron jilkeen ovat

w3 = mei(dnﬂﬁz)/?
wy = — T1r2ei(¢1+¢2)/2’
joten z = —i on kiertopiste.

R

\

Kuwva 1.12: Kierto pisteen —i ympdri ja kierto pisteiden
+i ja —i ympdri.

Jos kierretdsin kulman 27 verran pitkin sellaista rataa,
joka sulkee sisddnsd molemmat pisteet z = ¢ ja z = —i,
kasvavat sekd k; ettd ko yhdelld. Talloin &y + ko kasvaa
kahdella, joten funktion arvo on kierron jalkeen sama
kuin ennen kiertoa. Funktio on siis talloin
yksik#sitteinen.

Jos kierretddn pitkin rataa, joka ei sulje sisddnsi
kumpaakaan pistetti, siilyy funktion vaihekulma
muuttumattomana. Talloinkin funktio on yksiarvoinen.

+i +i J{

Kuva 1.13: Kompleksitason leikkaukset w:lle.
Pisteet z = =i ovat siis funktion w = (22 +1)/2
kiertopisteet. Kompleksitaso voidaan leikata esimerkiksi
pitkin imagindariakselia joko pisteestd z = —¢ pisteeseen
z = +1 tai pisteistd z = +4 d4rettomyyksiin pisteisiin
+i00.
3° Alkeisfunktioita
a. Polynomit

P(2)=an2" + an_12" 1+ -+ a12 + ao.
b. Rationaalifunktiot

_ P()
Q(2)’
missi P(z) ja Q(z) ovat polynomeja.
c. Eksponenttifunktiot

w = e =e"tW =e%(cosy +isiny)

af = ezlna‘



FEsim.

it = ezlnz — ez-mr/? — e—7r/2 (pialiiarvo),

sillg
i(7/242k™) k;(] i /2 —

™
Ini =1 1 iz
n? ne ne 12

d. Trigonometriset funktiot

. e —e
sinz = -
21
eiz +e—iz
cosz = ———
2
sin 2 1e”?—e™ %
tanz = = -

cosz i e feTiz’

Trigonometriset kaavat ovat voimassa my0s
kompleksimuuttujan funktioille; esim.

sin? z + cos? z = 1.

e. Hyperboliset funktiot

. e —e
sinhz =
2
e +e”?
coshz =
2
e? —e
tanhz =
e* +e~*
e*+e*
cothz = ——,
e? —e—2

joille patee esim.:
cosh? z — sinh? z = 1.

f- Trigonometriset kdadnteisfunktiot

1
sin™'z = Zln(iz + 1 - 22)

)

1 1 (z+\/z2—1>
cos "z = —-In|——W—

) z

1 1412
tan 'z = 1
we = g ()
cot7lz = i,ln(z—H.)

21 Z—1
sinh ™'z = In(z++V22+1)
cosh™' 2z = In(z++22-1)

_ 1 1+2
h'z = 21
tan z 2n<1_z>
_ 1 z+1
th™z = =1
oy = Ln(210)

Esim. Osoitetaan, ettd sin™' z = L1In(iz + V1 — 22).
Jos w = sin™! 2, niin z = sinw eli

_ efiw

2i

w

Kertomalla 2¢:114 saadaan
e — 2z —e W =0,
mistd edelleen kertomalla e*?:114 saadaan

et — 242e™ — 1 = 0.

Taméi on suureen e* suhteen toisen asteen yht#lo, jonka
ratkaisut ovat

o 20z VA — 422
et = —

=qz+ 1 - 22
2

Yht#lon vasen puoli sdilyy muuttumattomana, vaikka
lissdmme vaihekulmaan 2kw, k =0,£1,4+2,..:

eiw=2km) —jr 4 V1-— 22

Ottamalla puolittain logaritmit saadaan
1
w=2kr + —In(iz £ /1 — 22).
i

Kun vaaditaan, ettd sin ' 0 = 0 eli rajoitutaan
padhaaralle, nahddan, ettd tdytyy olla k = 0. Koska
funktiomerkints /a tarkoittaa molempia arvoja ++/a,
voimme kirjoittaa

1
w=sin"'z=ZIn(iz + 1 — 22).
i

4. Kompleksinen derivointi

Jatkuvuus: Olkoon f(z) pisteessi z = 2o ja sen
ympéristossid madritelty yksiarvoinen funktio. Funktio on
jatkuva pisteessid z = zg, joss

lim f(2) = f(z0)

220
eli
1. lim, ., f(2) =1
2. f(z0) on olemassa; f(z) on mé#dritelty pisteessi zg.
3. 1= f(2p).
Lyhyesti kirjoitetaan

Jim )= (Jim, ).

Derivaatta: Jos f(z) on yksiarvoinen funktio jossakin
z-tason alueessa R, niin f(z):n derivaatta f'(z)
madritellidn seuraavasti:

Az—0 Az

Ma4drittely edellyttds, ettd raja-arvo on olemassa ja on
riippumaton siitd, mitd tietd Az — 0. Tilloin sanotaan,
ettd f(z) on differentioituva pisteessi z.

Analyyttinen funktio: Jos derivaatta f'(z) on olemassa
kaikissa alueen R pisteissi, sanotaan ettd f(z) on
analyyttinen R:ssi.



1° Cauchyn-Riemannin yhtilét
Vilttamaton ehto sille, ettd

w = f(2) = u(z,y) + iv(z,y)

on analyyttinen alueessa R on, ettd u ja v toteuttavat
Cauchyn-Riemannin ehdot R:ssi:

ou  Ov
gr — dy
ou  Ov
oy — ox

Jos e.m. osittaisderivaatat ovat jatkuvia R:ssé niin
Cauchyn-Riemannin ehdot ovat myos riittdvat sille, etté
f(2) on analyyttinen R:ssi.

Todistus:

(i) Valttdmattomyys.

Analyyttisyydesta seuraa, ettd raja-arvon

fz+Az) - f(2)

f'(z) = lim

Az—0 Az
= lim {u(z + Az,y + Ay)
Ay—0

+iv(z + Az, y + Ay)

—U(.Z'7 y) - ’L"U(.CL'7 y)}
y 1

Az + 1Ay

tdytyy olla riippumaton siitd, miten Az — 0.
Tarkastellaan kahta tapausta:
1° Ay = 0 ja Ax — 0. Télloin

fz) = Jim {u(z+Az,y) - u(,y)
. 1
+Z(/U($ + A.TC, y) - ’U(xvy))}A_.’I}
T Oz or’
2° Az =0 ja Ay — 0. Téllsin
f'(z) = lim {u(z,y+ Ay) —u(z,y)
Ay—0
. 1
+i(v(z,y + Ay) — v(z,y) Ay
_Z'a_u + @
oy oy

Koska raja-arvot ovat tiestd riippumattomia, taytyy olla

ou, o0 _ov_ ou
ox dx ~ Oy oy

eli
ou Ov . v ou

—=—ja—=——.
dr Oy ) or oy
(i1) Riittdvyys. Oletetaan, ettd derivaatat

@
ox
ou
a_y = “y(xvy)

= ug(x,y)

ovat jatkuvia. Koska derivaatta u, on olemassa, voidaan
kirjoittaa

uw(z + Az,y + Ay) —u(z,y + Ay)
Az
uz(2,y + Ay) + 61,

missi 61 — 0, kun Az — 0. Derivaatan u, jatkuvuudesta
seuraa, etti

uz(x7y + Ay) = uz(w,y) + €1,
missd €, — 0, kun Ay — 0. Siis
u(@ + Az, y + Ay) —u(z,y + Ay) = (uz(2,y) + &) Az,

missd & = 61 + €1 — 0, kun Az, Ay — 0. Vastaavasti
voidaan kirjoittaa

u(z,y + Ay) —u(z,y) = (uy(z,y) + m)Ay,

missd 71 — 0, kun Az, Ay — 0.
Nyt

Au = u(z+ Azx,y + Ay) —u(z,y)
= u(z+ Az,y + Ay) —u(z,y + Ay)
+u(z,y + Ay) — u(z,y)
= (uo(@,9) + &)Az + (uy(z,y) + m)Ay
ou ou

= —Az+ —Ay+§1A$+n1Ay,
Ox oy

missd & — 0jan — 0, kun Az — 0 ja Ay — 0. Aivan

samoin derivaattojen % ja g—z jatkuvuuden perusteella

voidaan kirjoittaa

Av = vz + Az,y + Ay) —v(z,y)
0 o
= —vAx+—vAy+§2Ax+ngAy7
ox oy

missd &, — 0 ja ne — 0, kun Az — 0 ja Ay — 0. Tallsin
Aw = Au+iAv
ou ov
= {(—+i—]A
<8:6+28x) o

ou ov
sV A
- (81/ H@y) Y

+EAx + nAy,
missd £ =& + &2 jan =mn1 +ins.

Sovelletaan toiseen termiin Cauchyn-Riemannin
yhtaloité, jolloin

Aw

Il
—
5
+
-~
Te
~——
P
8

+EAx + nAy.



Annetaan nyt Ax — 0 ja Ay — 0. Tallsin £ — 0 ja
n — 0 ja
. Aw
a0 Az + iAy

Ay—0

ARy
ou, ov
ox or

riippumatta siitid, miten Az — 0. Raja-arvo

on siis olemassa ja on yksikisitteinen, joten f(z) on
analyyttinen.

2° Harmoniset funktiot

Jos kompleksifunktion f(z) reaali- ja imaginiiriosien u

ja v derivaatat x:n ja y:n suhteen ovat olemassa ja
jatkuvia alueessa R, niin

0%y O%u
2 T = 0
%v 0%
w2ty = ©

Toisin sanoen analyyttisen funktion reaali- ja
imaginddriosat toteuttavat Laplacen yht&lon

V2 =0,
missd 52 52
2 — —_—
V= ox? + Oy?

on Laplacen operaattori ja 1 on harmoninen funktio.
Todistus: Cauchyn-Riemannin yhtildiden perusteella

ou_ov
or Oy’
Derivoidaan tdmé puolittain z:n suhteen, jolloin
Pu o
Ox? 0z Oy
_ oo
Oy oz
(czr) _ 0 ou_ 0%
a dy 9y Oy*’
eli
Vu = 0.
Vastaavasti Cauchyn-Riemannin ehdosta
o __ou
dr Oy
saadaan
0% . 7] du
ox? ox Ay
_9 ou
oy Ox
om0 0 _ o
9y oy Oy*’

eli
VZy =0.

3° Ortogonaaliset kiyriastot

y
u(x,y)=0

X
v(x,y)=0
Kuva 1.14: Ortogonaaliset kdyrdt w jo v.

Olkoot u ja v kompleksifunktion f(z) reaali- ja
imaginddriosat. Jos a ja 8 ovat vakioita, niin yht&lot

u(z,y) = o jav(z,y) = B (1)

esittévit xy-tasossa kahta kiyrdparvea. Jos f(z) on
analyyttinen funktio, niin kiyréparvet ovat
ortogonaalisia (kohtisuorassa toisiaan vastaan).
Yht#loista (1) voidaan periaatteessa y ratkaista zm
funktiona:

y=v1(x) jay = ya(x).

Derivoidaan yht#lot (1) 2:n suhteen:

gu  Oudy _
or Oy, dv
ov  Ov dys
—+——— = 0.
ox + Oys dx
Kayrien kulmakertoimiksi saadaan
du
R
v G
d ov
ky = % — 0z
v v

Kéyrien leikkauspisteessid y1(x) = y2(x) = y, jolloin

Ou Jv

oz 0
ki - ks ai az

9y dy

_ 9w ou

(C=R) dy oy
- ou Jv

oy Oy
= —]7

kun sovelletaan osoittajaan Cauchyn-Riemannin
yhtaloitd. Kédyrien ortogonaalisuusehdon, —kayrit ovat
ortogonaalisia, jos niiden kulmakertoimien tulo annetussa
pisteessd on —1 —, mukaan kdyrit u = a ja v = 3 siis
leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

Esim. f(z) = 22. Nyt u = 22 — y? ja v = 22y. Merkitiin
22 —y? = a ja 22y = (3. Ratkaistaan niists y, jolloin
saadaan kiyrien yhtaloiksi

P = 2—a
y = ﬁ
22"

10



Derivoidaan z:n suhteen:

dy =z

w oy h

&y _ _B Y_p

dz 2z2 %
joten ki - ko = —1.

4° Koordinaatistomuunnos ja kiyraviivainen
koordinaatisto
Tarkastellaan analyyttistd muunnosta

w = f(2) = u(z,y) + iv(z,y).

Olkoon P piste, jonka koordinaatit z-tasossa ovat
(zp,Yp). Transformaation vaikutus pisteeseen P voidaan
kasittad kahdella eri tavalla:

1. piste P kuvautuu w-tason pisteeksi
(w(ZpsYp), v(2p, yp)). Talloin w-tason pisteet
esitetddn suoraviivaisten koordinaattien u ja v
avulla.

Y 1= ¥
P.
Gsy) P’

*(uy. )

X u

Kuwa 1.15: Piste P kuvautuu w-tason pisteeksi P’
2. ajatellaan z-tason kiyrien

1
Cs,

u(z,y)
v(z,y)

missd C; ja Cy ovat vakioita, olevan n.s.
koordinaattikiyrid. Pisteen P paikka z-tasossa
voidaan ilmoittaa ndiden kdyrien leikkauspisteend,
t.s. jos u(zp, yp) = up ja v(zp,yp) = vp, niin pisteen
P paikka z-tasossa on sielld, missd kayrit

u(z,y) = up ja v(z,y) = v, leikkaavat toisensa.
Sanotaan, ettd u, ja v, ovat P kdyrdviivaiset
koordinaatit.

v(x,y)=C
[z

y

]

u(x, y)=Ci

X
V(X y) =Vy
Kuva 1.16: Piste P on kiyrien w = up ja v = vp
leikkauspiste.

w-tasossa koordinaattikiyrit u(z,y) = Cy jav(z,y) = Cy
kuvautuvat keskendén ortogonaalisiksi suoriksi.

11

u
Kuva 1.17: w-tasolla w = Cy ja u = Cy ovat suoria.

5° Singulariteetit
Pistettd, jossa f(z) ei ole analyyttinen, kutsutaan
singulaarisekst pisteeksi tai singulariteetiksi.
Funktion f(z) singulaarinen piste z = 2z on eristetty
singulariteetti, jos on olemassa ¢ > 0 siten, ettd ympyré
|2 — zo| = 6 ei sulje sisdiinsd muita singulariteetteja kuin
z = 2p. Jos sellaista 6:n arvoa ei 16ydy, niin zg on
ei-eristetty singulariteetti.
Funktion f(z) tavalliset pisteet ovat pisteitd, jotka eivit
ole singulaarisia. Jos zp on tavallinen piste, niin voidaan
aina loytdd sellainen ¢ > 0, ettd ympyrd |z — 20| = 6 el
sulje sisdénsd yhtddn singulaarista pistetté.
Singulariteettien luokittelu
1. Napa
Jos on olemassa, positiivinen kokonaisluku n siten, ettd
lim (2 — 20)" f(2) = A #0,
z—20
niin z = 2z¢ on funktion f(z) n-kertainen napa. Jos n =1,
niin zg on yksinkertainen napa.
Esim. Funktiolla

1
f(z):m

on 3-kertainen napa pisteessd z = 2. Funktiolla

32+6

LA el P L P P} Py

on kaksinkertainen napa pisteessd z = 1 ja yksinkertaiset
navat pisteissd z = -2, 2 = —1ja z = 4.
2. Kiertopiste
Moniarvoisen funktion kiertopiste on singulaarinen piste.
Esim. Funktiolla

z—3

on kiertopiste pisteessd z = 3. Funktiolla
In(z? + z — 2)

on kiertopisteet sielld, missd 22 + z — 2 = 0, t.s. pisteissi
z=1jaz=-2.

3. Oleellinen singulariteetti

Singulariteetti, joka ei ole napa eiki kiertopiste on
oleellinen (essential) singulariteetti.

Esim. Funktiolla

fz) = /)

on oleellinen singulariteetti pisteessi z = 2.



Huom. Useimmilla funktioilla on singulariteetti

jossakin; jos ei muualla, niin d4rettémyydessi. Esim.

funktiolla
flz)=2°

on kolminkertainen napa ddrettomyydessd. Tama
nihdidn sijoittamalla w = 1/z, jolloin

1

w3’

f(z) = f(1/w)

t.s. 3-kertainen napa muuttujan w suhteen pisteessd
w = 0 eli pisteessd z = co = limy_o(3)3.
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Vektorilaskentaa
1. Johdanto

Vektoreilla on suunta ja suuruus, skalaareilla on
ainoastaan suuruus. Vektoreita merkitdén joko
lihavoiduilla symboleilla (A), yldviivalla (A) tai nuolella
(A).

Tarkastellaan (enimméikseen) kolmiulotteisia vektoreita.
Olkoot A;, Ay ja A, vektorin A komponentit

koordinaattiakselien suhteen. T#lloin

A= (A, Ay AL).
Koordinaattiakselien suuntaisia yksikkdvektoreita
merkitddn symboleilla ¢, j ja k (tai 4,7,k tai 1,7, k).
Esim. 7 on z-akselin suuntainen vektori, jonka pituus on
1. Komponenttiesityksessd yksikkovektorit ovat

i (1,0,0)
Jj = (0,1,0)
kE = (0,0,1).

Yksikkovektoreiden avulla vektori A voidaan kirjoittaa
muodossa
A=A 1+ A+ Ak

Vektorin A pituutta eli itseisarvoa merkitddn joko
vastaavalla lihavoimattomalla (yliviivattomalla, ...)
symbolilla tai itseisarvomerkeilla. Vektorin pituus on
madritelty Pythagoraan teoreeman avulla seuraavasti:

A=|A|= /A2 + A2 4 A2,

Vektoreiden A = (A, Ay, A;) ja B = (B, By, B;)
summa, on mifritelty seuraavasti:

A+B=(A;+B;,A,+ By, A, + B,).
Vektori kerrotaan skalaarilla, kuten
mA = (mA;, mAy,, mA,).

Yhteenlasku ja skalaarilla kertominen noudattavat
laskulakeja:

A+B=B+ A
A+(B+C)=(A+B)+C
mA = Am

m(nA) = (mn)A
(m+n)A=mA+nA

m(A+ B) =mA+mB.

IR o

Yleisesti yksikkovektori on vektori, jonka pituus on 1.
A:n suuntainen yksikkévektori @ on

A A

Al a2 4 a2 4 42

Pisteen P, jonka koordinaatit ovat (z,v, z), paikka
voidaan ilmoittaa paikka- eli radiusvektorin r avulla:

a=

Tzt +1yg + 1.k
xt+yj + zk
(2,9, 2)-

r =



Skalaarikenttd on yksikisitteinen paikasta riippuva
skalaarisuure.
Vektorikenttd on yksikésitteinen paikasta riippuva
vektorisuure.
Esim. Lampotila paikan funktiona on skalaarikentt.
Tuulen nopeus v on paikan funktiona vektorikenttd (eris
virtauskenttd):

v(r) =v(z,y,2).
Muita tavallisia vektorikenttis ovat m.m. sdhko- ja
magneettikenttd sekd virtauskentit yleensa.

2. Vektoritulot

1° Piste- eli skalaaritulo
Olkoot A ja B vektoreita ja 6 niiden vilinen kulma.
Pistetulo A - B méiritellddn siten, etté

A - B = |A||B|cosé.

Pistetulo A - B on skalaarisuure. Pistetulo A - B on 0,
jos vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan (A L B).
Jos A=Azi+ A5+ A.k ja B=B,i+ B,j + Bk,
voidaan siis kirjoittaa komponenttimuodossa

A-B = A,Byi-i+AByi-j+--
= A,B,+A,B,+A.B..

Skalaaritulo noudattaa laskulakeja:

1. A-B=B-A
2. A-(B+C)=A-B+A-C
3. mA-B=(mA)-B=A-(mB),

missd m on skalaari.
Fsim. Miké on vektoreiden

A = 21+25—-k
B = 61—3j+2k
vélinen kulma?
Nyt
A-B = |A||B|cosf=A,B,+A,B,+ A,B,
= 12—-6-2=4,
ja
|[A] = v4+4+1=3
|[B] = V36+9+4=7,
eli
3-7cosf =4.
Tasta
0=—
cos 21
ja

4 [e]
6 = arccos (ﬁ) ~ 79°.

Esim. Osoita, ettd r-siteistd ympyrirataa
vakionopeudella (vakiovauhdilla) v kiertivin

massapisteen kiihtyvyys on suuntautunut kohti
ympyréradan keskipistettd ja on suuruudeltaan v?/7.
Olkoon radan keskipiste origossa. Massapisteen paikkaa
kuvaa radiusvektori r, joka nyt on pituudeltaan vakio 7.
Talloin myos

r’=r.r=|r||r| = r? = vakio. (1)

Hiukkasen nopeus v on hiukkasen paikan derivaatta ajan

suhteen, t.s.
dr dx dy dz

@~ G d dr)
Helposti voidaan osoittaa, ettd

d dA iB
2aB=2.B+a.22
g A B =G BrA 5

v =

Derivoimalla yhtdlo (1) ajan suhteen saadaan

d
0:2r-d—::2r-'u,

eli
r-v=0. (2)
Samoin, koska v on vakio eli

v?2 =v - v = v? = vakio,
saadaan

v
2v-—=2v-a=0,

dt
missd a on massapisteen kiihtyvyys. T.s.

v-a=0.
Derivoimalla yhtils (2) saadaan
r-at+v-v=0,

eli

racosf = —v2,

missi # on vektoreiden a ja r vilinen kulma.

Oletetaan, ettd ratataso ei kierry ajan myoté. Talloin
kaikki vektorit, 7, v ja a ovat samassa tasossa (jos esim.
r = (z,9,0), niin v = (dz/dt,dy/dt,0) on myos
zy-tasossa). Koska r L v ja a L v, tdytyy olla

6 =0 tai 180°.
Niistd ilmeisestikin vain jdlkimmé&inen kelpaa, joten
cosf = —1 ja

a=—.
r

Kun merkitdsn symbolilla # radiusvektorin suuntaista

yksikkovektoria, t.s. vektoria

. r
r=—
|7’

voidaan kiihtyvyys kirjoittaa vektorisuureena, kuten
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2° Risti- eli vektoritulo

>

|
|
Asin O
o
"B
Kuva 2.1: Kuvio ristitulosta.
Vektoreiden A ja B ristitulo A x B on vektori

C = A x B=|A||B|sinfu,

missd 6 on vektoreiden A ja B vilinen kulma, ja w
yksikkovektori, joka on kohtisuorassa vektoreiden A ja B
madrdimad tasoa vastaan.

Geometrisesti vektorin A x B pituus |A x B| on
sellaisen suunnikkaan pinta-ala, jonka sivuina ovat
vektorit A ja B.

Vektoritulo toteuttaa laskusdannst

1. AxB=—-BxA
2. Ax(B+C)=AxB+AxC
3. m(A x B) = (mA) x B=A x (mB),

kun m on skalaari.

Ristitulo A x B on nolla, jos vektorit A ja B ovat
yhdensuuntaiset (A || B; § = 0 tai § = 180°).
Yksikkdvektoreiden ristitulot ovat

ixj=k, jxk=4i kxi=j.

Jos siis C = A x B, niin vektorit A, B ja C
muodostavat oikeakitisen koordinaattisysteemin: oikean
kiaden peukalon osoittaessa vektorin A suuntaan ja
etusormen vektorin B suuntaan osoittaa keskisormi
vektorin A x B suuntaan.

Kirjoitettuna komponenttimuodossa ristitulo on

AxB = (AyB,—A.,B))i+ (A.B, — A.B.)j

+(A,B, — A,B,)k.

Helpoimmin muistettava komponenttiesitys saadaan
determinantin avulla:

1 7 k
Ax B =

T Yy z

A, A, A

B, B, B,

3° Skalaarikolmitulo

Vektorien A, B ja C skalaarikolmitulo on skalaari
A-BxC=A-(BxCQC).

Komponenttimuodossa tdmi voidaan kehittas
seuraavasti:

A-BxC = A,(BxC),+A,(BxC),

+A,(BxC),

= A.(B,C. - B.C,)
+A4,(B.C; — B,C.)
+A.(B,C, — B,C,)

= A,B,C,+C,A,B, + B,C,A,
—A,C,B. — B,A,C, — C,B,A,

A, A, A,
= | B, B, B.
c, C, C.

Geometrisesti skalaarikolmitulo on sen suuntaissdrmién
tilavuus, jonka sdrming ovat vektorit A, B ja C.

Kuva 2.2: Skalaarikolmitulo.

4° Vektorikolmitulo

Kolmesta vektorista A, B ja C voidaan muodostaa
neljis vektori muodostamalla ensin kahden vektorin
ristitulo ja sitten tdmé&n ja kolmannen vektorin ristitulo.
Riippuen siité, missi jirjestyksessd tulot muodostetaan,
saadaan kaksi tapausta:

Ax(BxC) =
(AxB)xC =

(A-C)B-(A-B)C
(A-C)B - (B-C)A.

Muistisddntond voi kiyttad sitd, ettd sulkujen
ulkopuolinen tekija on skalaarituloissa tekijina ensin
ulommaisen (+-merkki) ja sitten keskimméisen
(—-merkki) vektorin kanssa.

Vektorikolmitulolle ei ole yksinkertaista geometrista
tulkintaa.

Helposti voidaan osoittaa, ettd

Ax(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0.

Huom. Symboli 0 (tai 0, 0,...) tarkoittaa vektoria
(0,0,0). Vektorista 0 kdytetdén kuitenkin
useimmiten skalaarimerkintdd 0. Asiayhteydestd on
selvidi, tarkoittaako tdmé skalaaria vai vektoria.

5° Levi-Civitan permutaatiosymboli

Esimerkiksi 3-determinanttien eksplisiittinen lauseke
voidaan ilmaista kompaktisti Levi-Civitan symbolin €;;,
avulla. T#ssé indeksit 4, j ja k saavat arvokseen (yleensd)
joko luvut 1, 2 ja 3 tai koordinaattiakselit x, y ja z.
Levi-Civitan symboli on méaéritelty siten, ettd €;;, = 0,
jos kaksi (tai kolme) indekseistd on samoja (esim.

€ji = 0). Muutoin on

eije = (—1)F,

missd P tarkoittaa sitd indeksien vaihtojen
(permutaatioiden) lukuméiirié, joka tarvitaan
kombinaation ijk aikaansaamiseksi peruskombinaatiosta
123 (tai zyz).
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FEsim. Peruskombinaatio: €193 = 1. Vaihdetaan indeksit 1
ja 3, jolloin P =1 ja €397 = —1. Vaihdetaan nyt 1. ja 2.
indeksi, jolloin P =2 ja €g3; = 1.

3 x 3-determinatti voidaan kirjoittaa muotoon

ay a2 as 3
b1 bg b3 = E e,-jka,-bjck.
1 C2 C3 1,5,k=1

Usein on tapana jattdd summamerkintd kirjoittamatta,
jolloin toistuvat indeksit tarkoittavat summausta:

ay ag as
bl bz b3 = eijka,'bjck.
i C2 C3

Kun merkitdan yksikkdvektoreita 2z, 7 ja k symboleilla
e1, ez ja ez (usein myos &y, ... tai é,...), voidaan
ristitulo kirjoittaa muotoon

t 7 k
AxB = | A, A, A,
B. B, B.
(] €9 €3
= Ay Ay Ag
B; By Bs
= eijkeiAjBk.

Usein tarvittava suure on myos n.s. Kroneckerin
6-symboli:
6-'—{ 0, kuni#j
Y711, kuni=7j.

FEsim. Suorakulmaisessa koordinaatistossa voidaan
skalaaritulo kirjoittaa muotoon:

A-B=) 6;AB;.

1,3

3. Differentiaalilaskentaa

1° ”Tavallinen” derivaatta
Useamman muuttujan funktiolle tavallinen derivaatta
tarkoittaa (yleensd) osittaisderivaattaa jonkin muuttujan
suhteen. Jos esim. ¢(x,y, 2) = ¢(r) on skalaarikentti,
niin 9¢/dy tarkoittaa funktion ¢ derivaattaa muuttujan
y suhteen. Vektorikentén (tavallinen) osittaisderivaatta
on vektori, jonka komponentteina ovat kentin
komponenttien derivaatat. Tavalliset derivoimissadnnot
patevit muuttujien z, y ja z suhteen otetuille
osittaisderivaatoille.
Esim. Jos

V(r) = 2zy%i + 3zyj + dyk

on vektorikenttd, niin OV /dy on vektori(kentti)

ov
— =4dxyi + 325 + 4k.
dy

2° Skalaarikentiin suunnattu derivaatta
Olkoon ¢(z,y, z) jokin skalaarikenttéi. Jos e, on vektorin
a suuntainen yksikkovektori, t.s.

€q = —,
a

niin vektorin a suuntaisella derivaatalla V,¢
tarkoitetaan vektoria

€,.

Va¢(7°) — Al’igo ¢(T + AuAe;) - ¢(T)

Usein merkitdan myo6s

_ 09
Va¢ = ea%.

FEsim. Karteesisten koordinaattiakselien suuntaiset
derivaatat:

z:m suuntainen derivaatta V.¢ =10¢/0x
y:n suuntainen derivaatta V¢ = 30¢/0y
z:n suuntainen derivaatta V.0 =kd¢/0z.

FEsim. Radiusvektorin » suuntainen derivaatta:

vr¢ = 67@7

aor
missd r = /22 + y2 + 22.

3° Nabla-operaattori
Karteesisissa koordinaateissa méaritelld&n operaattori V
siten, ettd

0 0 0
V=t—+j—+k—.
Yoz + Jay + 0z
Operaattori V voidaan lausua my6s muissa
koordinaatistoissa. Esim. pallokoordinaatistossa on
v 7] + 10 N 1 9
—e,—t+ep—-— te,————,
"or " Pra0 " “’rsinfos
kun e,, eg ja ey ovat pallokoordinaatiston
yksikkovektorit.

4° Skalaarifunktion gradientti
Vektorisuuretta

gradg(r) = V(r)

sanotaan skalaarifunktion ¢(x,y, z) gradientiksi.
Karteesisissa koordinaateissa gradientti on
o6 09 0

VO=tas t oy T e,

Esim. 1. Jos ¢(x,y, 2) = 2zyz, niin
Vo =2yzi+ 2223 + 2zyk.

Esim. 2. Lasketaan V¢(|r|). Koska ¢ riippuu ainoastaan
radiusvektorin r pituudesta r = |r|, on kitevintd laskea
gradientti pallokoordinaatistossa:

0 0 0
vl = e 5 ve g e
L 29(r) _ 7 20(r)

"or r Or
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Jos esim. ¢(r) = 1/r%, niin
1 r 2 2
v(#)=F(5) =

5° Skalaarifunktion differentiaali
Jos ¢(r) on skalaarifunktio, niin sen differentiaali d¢(r)
on

9¢
ox

+ 904

345
By —dz

82

d¢(T> d¢(x7y,z) - dx

Vo -dr,

missd differentiaali dr (tai dF tai df ...
vektoria

) tarkoittaa
dr = idzx + jdy + kdz.

6° Vektorifunktion divergenssi
Vektorikentdn
F(r)=F(z,y,z) = Fp(r)i+ Fy(r)j + F.(r)k

divergenssi div F' on

divF =V-F,
missé
V-F = (i—+ £+ka (Fpi+ Fy,j + F.k)
- a Ja a zl yJ z
_ OF, % OF,
Ox Oy 0z
FEsim. Jos
F(r) = 2y — 2yzj + 222k,
niin

V- -F=y?—2z+2°

7° Vektorifunktion roottori
Vektorikentéin F(r) = F(z,y, z) roottori rot F(r) on
rot F(r) =V x F(r).

Téassé ristitulon miidritelmin mukaan

i 7 k
VxF(r) = | & 2 =
F, F, F,
_ <8FZ B %) it <8Fx B aFZ)j
oy 0z 0z or
oF, OJF,
+ (8—; ~ 5y ) k.

Levi-Civitan symbolin avulla voidaan komponenttiesitys
kirjoittaa muotoon

95

V X F = €€
1] zax]

Téassd x1 =z, 2 =y ja 3 = 2.
Roottori on vektorikentti.
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8° Laplacen operaattori
Laplace-operaattori V2 on

82
922

82
ﬁ

82

VZ=V.V=
3x2+

+

9° Laskukaavoja
Olkoot ¢(z,v, 2) ja ¥(x,y, z) skalaarifunktioita seké
F(z,y,z2) ja G(z,vy, z) vektorifunktioita. T#lloin

1. V(¢p+1¢)=Vo+ Vo

2. V- (F+G)=V-F+V-G

3. Vx(F+G)=VxF+VxG

4 V-(¢F)=(V¢) F+¢(V-F)

5. V x (¢F)= (Vo) x F+&(V x F)

6. V(FxG)=G - (VxF)—F-(VxQ)

7. Vx(FxG)=(G-V)F-G((V-F)
—(F-V)G+F(V-G)

8. V(F-G)=(G-V)F+(F-V)G
+Gx(Vx F)+ F x(VxQG)

9. VxVe=0

10. V- (VxF)=

11. Vx(VxF)=V(V-F)-V*F

Kaava 9 sanoo, ettd gradientin roottori hividi ja kaava
10 sanoo, ettd roottorin divergenssi havisi.

Esim. Osoitetaan oikeaksi kaava 7. Roottorin ja
ristitulon m&aritelmidn mukaan on

V x (F X G) = eijkeiﬁeklmF}Gm.
J
Helposti voidaan osoittaa, ettd
€ijk€kim = 0i10im — Oim0ji.
Sijoittamalla tdmi, saadaan
Vx(FxG) = e |- (ra)--2(Fa)
B ‘ Gscj Y a.%']' I
oG, OF;
= e |F—2 —
€ 8.’1,']' J aﬂ;]‘
0G; OF;
0z, ~CGigs, oz

FV -G+ (G-V)F
—(F-V)G—GV-F.

10° Lihteettomiit ja pydrteettdmit kentit
a. Divergenssin fysikaalinen tulkinta ja
kontinuiteettiyhtdlo

Tarkastellaan esimerkkini nestevirtaa

F = pv,



missé Lihteettoméssi tapauksessa ¢ = 0. Télloin
p=p(z,y,2) tilavuusalkiosta ulos suuntautuva nettovirta aiheuttaa
tiheyden pienenemisen k.o. tilavuudessa.

t tih j . . . . .
On nesteen theys ja b. Roottorin fysikaalinen tulkinta ja pydrteeton

v =v(z,y,2) vektorikenttd
Annetaan kiintedin kappaleen pyorid
nesteen nopeus. vakiokulmanopeudella w. Téllin v L r, v L w ja
YA
\ |v| = wrsin @
v " ’
dy v joten
M V=w X7
2
SRR 0
< A
¥
Q’A ] =
dx
z
Kuva 2.3: Tasainen virtaus pintojen 1 ja 2 ldpi.
Aikayksikossd pinnan 1 14pi +z-suuntaan virtaava
nestemaara on
(pvz )dydz,
missé pv, on virtavektorin F' z-komponentti pinnalla 1.
Pinnalla 2 on virtavektorin z-komponentti
F,+dF, =pv +6(v)dm
T z = PUz &v PUz 5
ja aikayksikosséd pinnan 2 1dpi ulos virtaava nestemairad Kuva 2.4: Tasainen pyoriminen.
P Nyt
e + — (pvg)dx | dydz.
P ax(p ) Y Vxv = Vx(wxr)

(r VYo — (V@) — (@ V)r + (¥ -7)
= —(w-V)r+w(V-r),

Nesteen nettovirtaama z-suunnassa aikayksikossd on siis

3( Ydxdyd
ox PU=)05AYa2- koska kulmanopeus w on vakio. Edelleen

Vastaavat lausekkeet saadaan y- ja z-suuntaisille ) ) P ) ]
virtaamille, joten nesteen nettovuo tilavuudesta dzdydz Ver = ('L% + '78_3/ + k&) (7t +yj + zk)
on Oz Oy + 0z 3
Opv,  Opvy  Opv, T or 8_y 8
dzdydz =V - av.
< ox Oy 0z vayaz (pv) .
ja
Virtauskentti on lidhteeton pisteessd r, jos k.o. pistetta
ympéroivédn tilavuusalkioon tulevan ja siitd ldhtevin (w-V)r = (w 9 +w 9 +w 9 (zi 4+ yj + zk)
. o - o . « oz (P 292
virran ma#rd on sama. Pisteessd r ei siis ole 1dhdettd Y
eikd nielua. = wpttwy] twk=w,
Jos neste on lisidksi kokoonpuristumatonta, t.s. p(z,y,2)
on vakio (ja p/0t = 0), niin lihteettomissé pisteessd joten
V.v=0. Vxv = Vx(wxr)
T&m4& on kokoonpuristumattoman ldhteettoméan
nestevirtauksen kontinuiteettiyhtilo eli sdilymisyhtalo. Vakionopeudella pydrivin kiinteéin kappaleen
Yleisesséd tapauksessa kontinuiteettiyhtélo on kulmanopeus on siis
op(r,t 1
M+V-(pv)=¢(7‘,t), w=_-Vxu,
ot 2
missd ¥ (r,t) on ldhdetiheys-nielutiheys. t.s. ratanopeuden roottori on 2xkulmanopeus.
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Edell4 esitetyn perusteella roottorilla on ilmeisestikin
jotakin tekemistd kentdn pydrimisominaisuuksien kanssa.
Tarkastellaan jalleen esimerkkini nesteen virtauskenttid
F = pv. Ajatellaan asetetuksi nesteeseen pisteeseen r
siipiratas. My6hemmin osoitetaan, etté niissi pisteissé,
joissa V x F(r) # 0, siipirattaalla on taipumus pyorid,
kun taas pisteissd, joissa V x F(r) = 0 siipiratas ei pyori.
Sanotaan, ettd kenttd F(r) on pydrteetdn pisteessi r, jos

V x F(r) =0.

Voidaan osoittaa (myshemmin), ettd kentéin ollessa
pyorteeton kaikkialla, t.s. jos

VxF(r)=0 Vr,

niin kenttd F(r) voidaan esittdd skalaarifunktion
gradienttina eli on olemassa funktio ¢(r) siten, etté

F(r) =V¢(r).

Pyorteellistd kenttad kutsutaan joskus wvorteksikentdiksi.

4. Avaruuskayrét
Avaruuskiyrd voitaisiin esittia kahden pinnan
leikkausviivana. Ilmeisestikin muotoa

o(x,y,2) = C = vakio

oleva yht&lo kuvaa kolmiulotteisen avaruuden pintaa.
Kahden pinnan leikkausviivalla on niin ollen voimassa
yhtdaikaa ¢1(z,y, 2) = C1 ja ¢2(2,y,2) = Cy. Niistd
yhtalsistd voidaan periaatteessa ratkaista kaksi
muuttujaa kolmannen funktiona tai vaihtoehtoisesti
kaikki kolme muuttujaa jonkin yhteisen parametrin
funktiona. Kolmiulotteisessa avaruudessa olevaa kiyraé
kuvaa siis yhtdlojoukko

x = z(t)
= y(t)
z = (),

missd ¢t on vapaa parametri. Kayrdn yhtiloé voidaan
kirjoittaa lyhyesti radiusvektorin avulla kuten

r=7r(t) =z(t)t +y(t)j + 2(t)k.

Kayrédn derivaatta parametrin ¢ suhteen on
médritelmansd mukaan

de(t) . r(t+At)—r(t)
i A, At ’
eli komponenteittain
dr(t) dv. dy. dz
a " atTal T

Derivaatta dr(t)/dt on siis ilmeisestikin kiyrén tangentin
suuntainen.

r(t+06) - r(t)

r(t+0) r(t)

X

Kuva 2.5: Derivaatan mdadritelmd.
Jos t tarkoittaa aikaa, niin

di‘l—gt) = v(t) = nopeus
d*r(t) ..
72 a(t) = kiihtyvyys.

Tarkastellaan kayrdd C, jota esittdd funktio
r = r(u),

missd u on parametri, joka puolestaan voi olla jonkin
toisen muuttujan funktio. Ajatellaan kdyrin kaaren
pituus s mitatuksi ldhtien jostakin kiintedstd pisteesté.
Olkoon T kiyrdn tangentin suuntainen yksikkdvektori.
Talloin kdyralld C' on ilmeisestikin voimassa

dr =T ds,

silld

|dr| = /do(u)? + dy(u)? + dz(u)? = ds.
Kayran tangentti on siis

dr

ds’

r
T

Kuva 2.6: Kiyrdn tangentti.
Tangentin T' derivaatta kaaren pituuden suhteen voidaan
kirjoittaa muotoon

dr  dr
@ T LN,
ds ds? K
Tassé
o — dT
T lds |’

jonka kiiinteisarvo p = 1/k on nimeltiddn kaarevuussdde.
Yksikkovektori IV on kohtisuorassa tangenttia vastaan,
silld derivoimalla lauseke

T T=1
muuttujan s suhteen saadaan

2T-d—T=2/§T-N=0.
ds
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Vektoria IN sanotaan kiyrin padnormaaliksi. Kayrin
sivunormaali B méairitellidin siten, ettd

B=Tx N.

Kussakin kayrin pisteessa yksikkovektorit T, N ja B
muodostavat oikeakétisen koordinaattisysteemin.
Derivoimalla normaalit kaaren pituuden suhteen
saadaan, mukaan lukien pdidnormaalin méairitteleva
kaava, n.s. Frenet-Serret:n kaavat

dT

= — kN

ds w
d—N = 7B - kT
ds

dB

— = —7N.

ds T

Suure 7 on nimeltdan kierteisyys ja sen kdanteisarvo
o = 1/7 nimeltddn kierteisyyssdide.

Planeettojen liike

Tarkastellaan esimerkkind avaruuskiyristé planeettojen
liikett&. Ajatellaan aurinko sijoitetuksi origoon, jolloin
planeetan liikerataa kuvaa radiusvektori r(t), missa
parametri ¢ tarkoittaa aikaa. Newtonin liikelain mukaan

on
&>r

m—— :f(r)';'v (1)

dt?
missd 7 on radiusvektorin suuntainen yksikkovektori, m
planeetan massa, r planeetan etdisyys auringosta ja f(r)
gravitaatiovoima

£r) = _GMm'

r2

Téassd M on auringon massa ja G gravitaatiovakio.
(i) Osoitetaan, ettd 7 x v = ¢ on vakio, kun

dr
v=—
dt
on planeetan ratanopeus. Suure me = L on planeetan

rataimpulssimomentti.
Liikeyht&lsn (1) perusteella on

rx (mETY = e EF
a2 ) dt?
= f(r)rx7=0,
joten
X d’r 0
rx o=
dt?
Nyt
d rxdr B drxdr+rxd2r
dt dt) — dt = dt dt?
= 0,

eli 7 X v on ajasta riippumaton vakio e. Edelleen, koska
skalaarikolmitulon ominaisuuksien perusteella

r-rxv=0,

eli » L ¢, liike tapahtuu tasossa.

(%) Osoitetaan, ettd pintanopeus eli paikkavektorin
aikayksikossd pyyhkiisemd pinta-ala on vakio. Olkoon r
planeetan paikka hetkelld ¢ ja » + Ar hetkelld ¢t + At.
Kun 0 on vektorien r ja Ar vilinen kulma, on niiden
vektorien véiliin jadva pinta-ala

1
AA= §|1'||Ar| siné,
tai vektoritulon avulla
1
AAn = 57 X Ar,

missd n on ratatasoa vastaan kohtisuorassa oleva
yksikkévektori. Pintanopeus on

li % — 1 Xd_r—l X
Ao At T T Tt

~¢ = vakio.
26 Vakio

Lr

r(t +0)
Kuwva 2.7: Pintanopeus.

(#4) Ellipsirata

Kirjoittamalla paikkavektori muotoon r = r# saadaan

dr dr

dat ~ dt

+ &
dt

Vektori ¢ voidaan siis esittdd muodossa

c = PXVv=rrx r@—kﬁﬁ
B N dt  dt
dr
— 25 =
= rrxdt.

Koska liikeyht&lén (1) mukaan on

dv GMf'
a2
saadaan
dv GM .
E X e = —T—Q’r X e
= —-GM7+ x (f« X d_r)
dt

= —GM[(%-%)%—(%-%)%].

Derivoimalla relaatio



ajan suhteen, ndhdiin etté

dr
£ )
e T
joten
dv dr
— =GM—.
@ < e Mg
Koska ¢ on vakio, voidaan myos kirjoittaa
d dv dr
E('DXC)—EXC—GME.

Yhtélon molemmat puolet ovat siis joidenkin

vektorifunktioiden aikaderivaattoja. Jotta yhtdsuuruus

olisi voimassa, tdytyy niiden funktioidenkin,
vakiovektoria lukuunottamatta, olla samoja, t.s.

vxec=GMr + p,

missd p ei riipu ajasta. Muodostamalla puolittain
skalaaritulo radiusvektorin kanssa saadaan

GMr-7+4+7r-p
GMr + rpcosé,

7 (v Xe)

missd 6 on vektoreiden r ja p vilinen kulma.
Toisaalta, koska skalaarikolmitulossa voidaan tekijoitéa
permutoida syklisesti, on

r-(vxe)=c-(rxv)=c-c=c

Siis
¢ =GMr +rpcosb,

josta etiisyydeksi r saadaan

I c? _ 2/GM
~ GM +pcosf 1+ p/GM cosb
a
" 1+e€cosh’
Téassd on merkitty
c? L?
“ T GM T GMm?
e = _P_
GM’
Yhtilo
R
1+ ecosf

on kartioleikkauksen napakoordinaattiesitys. Vakion e
arvosta riippuen kyseessd on hyperbeli, paraabeli tai
ellipsi.

Yhtils (2) voidaan kirjoittaa muotoon
r=a—ercosf =a—ex.
Korottamalla tdmé neliodn saadaan
22 +9? =1% = (a — ex)?,

eli
(1 — €)2® + 2aex + y* = a’.
Jos € = 1, niin kyseessd on paraabeli
1
— a2 -
r = Y+ 2a.

Oletetaan nyt, ettd € # 1. Tadydentamalla nelioksi
saadaan yhtilo (3) muotoon

ae \’
- 2:
1—€2> Ty

a’e?

T 1—e2

a’e?
i—ey

2a€ex
1—¢2

2

1-¢) <$2+ +y

josta edelleen

CL2

1—€2’

(1—¢€%) <w+

Tam4 saadaan kanoniseen muotoon sijoittamalla

lmgp =
1—¢2

x

ja kertomalla puolittain termilld (1 — €2)/a?. Talloin

1—622
( 2)$/2+

a

Tami esittéd ellipsid, jos € < 1 ja hyperbelid, jos € > 1.

(2)

Oletetaan, etté liike tapahtuu zy-tasossa ja orientoidaan
x-akseli siten, ettd kulma 6 on radiusvektorin ja z-akselin

vélinen kulma. T&ll6in

x = rcosb
= rsiné,

ja
22 +y? =12,
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Vektori-integrointi

1. Vektorifunktion integrointi

parametrin suhteen
Olkoon

F(u) = Fo(u)i + Fy(u)j + Fx(u)k

parametrista u riippuva vektori. Tll6in
/F(u) du = i/Fz(u)du+j/Fy(u)du
—Hc/Fz(u)du.

Jos vektorikenttd S(u) toteuttaa relaation

d

F(U):%

S(u),
niin

/F(u) du = S(u) + c.
Vastaavasti médrétty integraali on tilloin

b

/a " () du = / S(u)

a

S(b) - S(a).

2. Viivaintegraalit

Olkoon F(r) vektorifunktio, joka on madritelty pisteitten
A ja B viliselld kayrilld C. Oletetaan, ettd kidyrd C on
annettu parametrimuodossa

r =7r(u),

ja ettd pistettd A vastaa radiusvektori r(a) ja pistettd B
radiusvektori r(b). Merkitdin symbolilla dr kiyrilla C
laskettua differentiaalia

dr(u)
du
Differentiaali dr on ilmeisestikin k&yrdn tangentin

suuntainen. Viiaintegraalilla |, o F - dr tarkoitetaan
tavallista yksiulotteista integraalia

du.

dr =1dx+3dy+ kdz =

/ F(r)-dr
c
_ /(dex+Fydy+dez)
c
b Az (u) Ay(u) 0z(u)
- / (Fm S F, S R )du.

Geometrisesti viivaintegraali [, F - dr tarkoittaa
funktion F kiyrin C tangentin suuntaisten projektioiden
summaa.

Parametriksi u voidaan usein ottaa jokin muuttujista z,
y tai z. Esimerkiksi xy-tason kiyrdt voidaan monesti
esittdd muodossa

y = y(x).

21

Kayrédn C asemasta on monesti tapana ilmoittaa vain
integroinnin pé#&tepisteet, kuten

B
/F-d'r:/ F -dr.
c A

Talloin integrointitie, s.o. kiyrd C, selvidd asiayhteydesta
tai integraali on riippumaton integrointitiesta.

Esim. Olkoon F = zyi — y2j. On laskettava ff F -dr
pisteestd A = (0,0) pisteeseen B = (2,1). Nyt

F - dr = (zyi —y?j) - (dei+dyj) = vy de — y°dy.
y

1 «B(2,1)

f X

2

Al

Kuva 3.1: Viivaintegraalin pidtepisteet.
a. Olkoon integrointitiend suora

y=3

jolloin siis
1
dy = §dm.
Viivaintegraali on t&ll6in
2 2
1 1
W, = /0 (xixdx — <§x) 3 dx)

2
2 3
3
/—dewz x—:l.
0o 8 8
0

B(21)

y
1

y=1x

1 X

2

Kuva 3.2: Integrointitie: suora.
b. Integroidaan ensin pitkin y-akselia pisteestd (0, 0)
pisteeseen (0,1) ja sitten x-akselin suuntaisesti pisteesta
(0,1) pisteeseen (2,1). Reitilld (0,0) — (0,1) on z =0 ja
dx = 0. Reitilld (0,1) — (2,1) on y =1 ja dy = 0, joten

Al

1

2
W, = / (0-y~0—y2dy)+/ (z-1dx—1-0)
y=0 z=0
1 2
3 2
_ v e _ 1
(D))
0

wl ot g

Kuva 3.3: Integrointitie: koordinaattiakselit.



c. Integroidaan pitkin kiyris y = (2/2)%/3. Mukavampia
lausekkeita saadaan, kun esitetddn kiyrd parametrin
t = (z/2)'/3 avulla:

23
2.

Pistettd (0,0) vastaa arvo t = 0 ja pistettd (2,1) arvo
t = 1. Talla kayralld differentiaalit dx ja dy ovat
parametrin ¢ avulla

62 dt
2t dt.

dx
dy

Viivaintegraali on siis

1
W, = /(2t3-t2-6t2dt—t4-2tdt)
0
! 12 2
= /(12t7—2t5)dt=———
0 8 6
I
= &
y
1 B (2,1)
Al 2 *

Kuva 3.4: Integrointitie: kiyra.
Esimerkissimme viivaintegraalin arvo on tiestd riippuva.
Jos s tarkoittaa kdyrin kaaren pituutta (mitattuna
jostakin pisteestd), niin

dr =T(r)ds,

missd T' on kéyrén tangentin suuntainen yksikkovektori.
Talloin
F(r)-dr=|F F(r)cosfds,
misséd 0 on vektorin F' ja kiyrdn tangentin vilinen
kulma. Viivaintegraali voidaan siis kirjoittaa muotoon

/CF(r)~dr:/CF(r)c050ds.

Tastd muodosta ndhdadn esimerkiksi, ettd F':n ollessa
massapisteeseen vaikuttava voima viivaintegraali
tarkoittaa integroinnin alku- ja loppupisteiden vililla
tehtyd tyota.

Viivaintegraaleihin liittyy térked lause:

Jos vektori F voidaan esittid skalaarifunktion
gradienttina,

(P)||T(r)| cosfds =

F=Vg¢,

niin [ 1:2 F -dr on risppumaton integrointitiestd
Tod. Skalaarin ¢(z,y, z) differentiaali on

0 7]
dé(z,y, 2) ad)d + 6¢ a—fdz

Tarkastellaan jotakin pisteitten Py ja P vilistd kiyraé
C. Olkoon kiyrin C esitys parametrimuodossa

r =1r(t).

Talla kayralld funktio ¢ saa arvot

o(2(t),y(t), 2(t)) = ¥(t)
ja sen differentiaali arvot
d¢ = du(t) = dTZi )dt

Jos parametrin arvot t; ja to vastaavat alku- ja
loppupisteitd P ja P, niin

/CF~d'r /d¢ /t2d¢

Integraalin arvo riippuu siis vain pé#tepisteisti eiki
lainkaan integrointitiesta.

Huom. Jos F on vektorifunktio, ja on olemassa
skalaarifunktio ¢ siten, ettd

F -dr =do¢,

niin sanotaan, ettd F' - dr on eksakti differentiaali.
Talloin on mielekéstd kirjoittaa

/F~dr=¢

Jos f P, F - dr on tiesti riippumaton, sanotaan, etti
vektorikenttsi F' on konservatiivinen. Edellisen lauseen
mukaan riittdva ehto konservatiivisuudelle on, ettd F on
ilmaistavissa jonkin skalaarikentén gradienttina. Tadm&

ehto on myé6s valttaméaton.
Tod. Oletetaan, ettéd integraali

(z’y’z)
o(z,y,2) = /(

T1,Y1,21)

F -dr

on tiestd riippumaton. Olkoon
r = u(t)
jokin pisteitd Py (z1,y1,21) ja P(z,y, z) yhdistéva kiyra.

Téallsin
P

du
= - —dt.
¢(z,y,2) Pl 7
Kayralld w(t) on silloin
do du du
a0
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eli
du

=0.
dt
Koska tdmé on voimassa mielivaltaiselle kiyrille w(t),
tdytyy olla

(Vo—F)-

F=V¢.

Jos kdyra C on suljettu, on tapana kiyttas
viivaintegraalista merkint&a

?!F-d’r':/F-dr.
C C

Konservatiivisille kentille on voimassa

j{F-dr:O.

Voidaan osoittaa, ettd kenttd F' on konservatiivinen, jos
se on pyorteetdn, eli jos

VxF=0.
Edellisen perusteella F' voidaan silloin esittdd muodossa

F =V¢.

3. Pintaintegraalit

1° Skalaarifunktion integrointi pinnan yli
Tarkastellaan skalaarifunktiota ¢(z,y, z). Olkoon A jokin
kolmiulotteisen avaruuden pinta ja dA tdmé&n pinnan
alkio. Tehtévénd on laskea

Iz/A¢(x,y,z)dA

Olkoon n(r) pisteessd r laskettu pinnan A
yksikkénormaali. Pintaelementin dA projektio dAg
esimerkiksi zy-tasolla on t&lloin

dAg =dxdy = dAn -k = dA cosv,

=/A¢dA=//¢(w,y,z>

joten
dxdy

cos7y’

Kuva 3.5: Pintaintegraalin johto.

Jos pinnan A yhtdlo on annettu muodossa
F(x7 y’ z) = C?

niin vektori VF on kohtisuorassa pintaa vastaan.
Olkoon
r=xt+yj+ zk

jokin pinnan A piste ja r + dr sitid infinitesimaalisen
15helld oleva toinen pinnan A piste. T&lloin differentiaali

dr=dzxi+dyjy+dzk

on pisteestd r 1dhtevd pinnan tangenttitasossa oleva
vektori. Pinnalla F = C funktion F differentiaali on

OF 8]-' 6]-'

OF . OF., Gf . .
= VZF-dr.

Koska dr on pinnan tangenttitasossa, on vektori VF
pinnan normaalin suuntainen.

Muodossa F = C annetun pinnan normaalin suuntainen
yksikkovektori m on niin ollen

_VF
A
Tamén projektio z-akselille on
oF

0z
IV

n-k=cosy=

Pintaintegraali I voidaan siis kirjoittaa muotoon

/ o(z,y,2 | dxdy.
Jos pinta A on annettu muodossa
z = f(z,y),
niin asettamalla
F=z—f(z,y)=0
saadaan
oF
8z
ja

1 _ |(of of
s == () ¢ () 0

Téassé tapauksessa pintaintegraali I on

o(z,y, f(z,y)) o + g2dxdy.
ox dy

Esim. Integroidaan funktio ¢ = z puolipallon

?+yP+22=R% 2>0
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pinnan yli. (integroituva) vektorikenttd. Erdis vektorikentéin F
Nyt pintaintegraali on

z=vR2—22 — 2 = f(z,y), //F.dA://F-ndA.

jolloin
of T Tami on nimeltdsn vektorin F vuo pinnan A lipi.
or \/m Esim. Jos p on nesteen tiheys ja v sen nopeus, niin
of _ Y pv-dA =pv-ndA
% R? — 2% —y? on pintaelementin dA lapi aikayksikossd kulkevan nesteen
o méird. Vektorin F' = pv vuo pinnan A ldpi, [[ , F - dA,
J on aikayksikossé pinnan A lipi kulkevan nesteen miira.
of of 2 22 412 Muunlaisia pintaintegraaleja ovat esim.
(3 +G) - R
z Y -y //deA://FxndA;//¢dA;/ ¢dA.
— R A A A A
RZ — 42 — 42 '
1 Esim. Lasketaan I = [[ V x F - dA, kun
= —. F = —yi+ xj + zk, ja A on puolipallon
cos2y

24y’ +22=R% 2>0
Integrointialueena xy-tasossa on puolipallon pinnan

projektio eli kehén pinta.
Nyt
22+ =R?; 2=0 i ] k
VxF=|09/0x 0/dy 08/0z | =2k.
rajoittama ympyra; t.s. muuttujan x saadessa arvoja -y T Z

—R:std +R:88n voi muuttuja y kutakin z:n arvoa kohti ~ Pinnan A yht#lo on

saada arvot —v R?2 — z2:sta +v/ R2 — x2:een.

_ 2., .2, .2 _ p2
Pintaintegraali on siis F=z"+y"+2"=R",

Y — joten
- 1 = ) ) =
I = /qbdA / / dy| da VF = 2xi + 2yj + 2zk = 2r.
VR 2? COS’Y Pallopinnan A yksikkénormaali n on siis
_ / da;/Rz‘* po YT v _wityitek
VR?=z? CVFE e r ’
R eli radiusvektorin suuntainen yksikkévektori.
/RZ — 32 — 42
R2 — 22 — 42 Edelleen
VRI—z? R VXF-dA=2k-ndA=2cosfdA,
: R/ do [ dy=om [ deVR o o
VRT 2% _R missi # on radiusvektorin ja z-akselin vilinen kulma.
o o ] o Olkoon ¢ radiusvektorin xy-tasolla olevan projektion ja
Tama voidaan !askea sijoittamalla z = Rsint. Tallsin z-akselin vilinen kulma. Voidaan osoittaa, ettd pallon
dz = Rcostdt ja VR® — 2° = Rcost, joten pinnalla pisteessd r laskettu pintaelementti dA on
/2 dA = r%sin 6 dfd¢.
I = 2R R?cos? tdt
—7/2
/2
= 2R3 t + 1 sin2t | = 7R3
B 2 4 T
—7r/2

2° Pintaintegraalit

Tarkastellaan pintaa A ja silld pisteessi P(z,yz) olevaa
pinta-alkiota dA. Médritellian vektoriaalinen pinta-alkio
dA siten, ettd

dA = ndA,

missd n on pisteessd P laskettu pinnan normaalin
suuntainen yksikkdvektori. Olkoon F(z,y, z) jokin Kuva 3.6: Pallonpintaelementti.
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Puolipallon pinnalla kulmat 6 ja ¢ saavat arvot

™
0< 6 <—-
- -2
0< ¢ <27
Integraali I on siis
I = //VxF-ndA
A
27

do dé2cos® R%sin 6
0

/2
J

7r/2
47 R? / cos 0 sin 6 db
0

/2

A7 R? /

0

.2
0
sm Y 2T R2.

4. Tilavuusintegraalit

Tilavuusintegraaleissa integrointialueena on suljetun
pinnan A sisdin jaava tilavuus V. Merkitddn symbolilla
dV tilavuusalkiota; karteesisissa koordinaateissa

dV = dxdydz.

Esimerkkejs tilavuusintegraaleista ovat

/{ Fav, /{ vm;/é bav.

Usein merkitdén lyhyemmin

[[[av— [av.

Esim. Nesteen (massa)tiheys 7 muuttuu korkeuden z

funktiona, kuten
az

n(z) = noe”
Lasketaan katkaistun kartion (3mpérin) muotoisessa
astiassa olevan nesteen massa.
Olkoon astian korkeus h, pienemmén pohjaympyrin séde
Ry ja suuremman side R. Asetetaan astian akseli
z-akselin suuntaiseksi. Korkeudella z olevan ympyrin
siide R(z) on silloin
Ry —R

le =Ry +kz.

Astiassa olevan nesteen massa M on

M:/g/n(z)dV.

Merkitdan symbolilla p pisteen r etdisyyttd z-akselista
(sama kuin vektorin » zy-tason suuntaisen projektion
pituus) ja olkoon ¢ vektorin r zy-tason suuntaisen
projektion ja x-akselin vélinen kulma. Helposti ndhd&in,
ettd tilavuuselementti dV on kirjoitettavissa suureiden p,
¢ ja z avulla seuraavasti:

R(Z) =R+

dV = dzxdydz = pdpdodz.

Muuttujan z mahdolliset arvot ovat
0<z<h,

ja kulman ¢ arvot
0< ¢ <27,

Korkeudella z etdisyys p voi saada arvot
0 < p < R(z).

Massa M on siis

J[[ weipdodsa:

1%

h 27 R(z)
/ dz/ dgzﬁ/ pdpnoe™**
0 0 0

"1
27r/ —R?(2)noe**dz
0o 2

M

h
7T’I]0/ (Ry + k2)%e™"*dz
0

h h
wno{Rf/ e Y*dz + 2kR1/ ze ¥*dz
0 0

h

+k? / zQe_‘”dz}.
0

h

{

h? 2 [h
——e oy —/ ze “*dz
a a Jo

9 h

2, —az
z%e _
+ - ze  “Pdz

aJjo

a

ja
h h h
—az 1
/ze*‘”dz = _/ze +—/ e~ %dz
0 a aJo
0
h
_ __e—ah_l e—az
a a a
0
h 1 —ah 1
= —{Eﬁ'ﬁ}e @ +—2,
joten
h
M = 7”70{—3%/6
a
0
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5. Gaussin lause
Aikaisemmin n#htiin, ettd jos p on nesteen tiheys, v
nesteen nopeus ja F = pv virtauskenttd, niin

V-FdV =V - (pv)dV

on nesteen nettovuo tilavuudesta dV .

Ajatellaan &irellinen tilavuus V' jaetuksi
tilavuuselementteihin dV;. T&lloin nettovuo tilavuudesta
V on

Y V-Fay,

silld naapurielementtien vililla kulkevat vuot kumoavat
yhteisilld rajapinnoilla toisensa. Kun dV; — 0, saadaan

ZV-FdV;ﬁ///V-FdV.
: 14

AN
NIEES1Y,

V ~—1 ~
Kuva 3.7: Tilavuusalkiot.
Toisaalta pinta-alkion dA 14pi aikayksikossd kulkeva
nestemdiré on

it

F-dA = (pv) - dA.

Suljetun pinnan A 1lipi kulkeva nettovuo on

/ F.dA.
A

Kun A on tilavuutta V ympéaréiva pinta, niin on

/g/V-Fde/A/F-dA.

Tamd on Gaussin lause eli (Gaussin) divergenssilause,
joka kuuluu sanallisesti seuraavasti:

Vektorin F normaalikomponentin integraali suljetun
pinnan yli on sama kuin vektorin F divergenssin
integraali pinnan A sulkeman tilavuuden V' yli.

Huom. dA osoittaa ulospiin pinnan A sulkemasta
tilavuudesta.

Gaussin lauseen todistus:
Kirjoitetaan vektori F' komponenteittain:

F =F,i+F,j+F.k,

ja tarkastellaan integraalia

U

X

Kuva 3.8: Pinnat ja alkioiden yksikkonormaalit.
Olkoot A; ja As tilavuutta V ympérsivan suljetun
pinnan A ala- ja yldpinta, joita esittdvit yhtalot

Ay

Olkoon R pinnan A (tai A; tai As) projektio zy-tasolla.

Tallsin
OF, _ OF,
// de = /// ER dzdzdy
v
fa(z,y)
e &
bi

1(z,y) Z

//[nyﬁ

Olkoon m pinnan A yksikkénormaali, n; alapinnan A;
yksikkonormaali ja ny yldpinnan A, yksikkénormaali.
Nyt

dxdy

F.(z,y, f1)] dedy

alapinnalla;: drdy = —k -ny dA;
yldpinnalla: drdy =k -nadA,
pinnalla: drdy =k -ndA,

joten

/ [F.(z,y, f2) —

F.(x,y, f1)] dzdy

//szngdAg—}—//sznldAl
Az A

/ F.k-ndA.

A

Saamme siis

e
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Vastaavasti voidaan osoittaa, etté

dF, B ,
///a—y‘” = //Fyﬂ'"dA
174 A
// OF: //FndA
ox
174 A

joten kaiken kaikkiaan on
OF, O0F, OF,
I G+ 5+ 52 ) v

\4
- // (Fyi + Fyj + F.k) - ndA,
A

eli

| /{/V~FdV:/A/F~ndA=/A/F~dA.

Esim. Lasketaan vektorin r vuo a-sdteisen ja h-korkuisen

sylinterin pinnan 1api.

Olkoon A sylinterié rajoittava pinta (mukaan lukien

pohjat) ja V sylinterin tilavuus.

Kuva 8.9: Sylinteri.
a. Divergenssilauseen perusteella vuo I on

z:/A/r.dAz/Z/v.rdv.

Koska
r =21+ yj + 2k,
o or 8y 0
x Y z
Vir=—+—2+4+—=3,
" 8x+8y+8z
joten

I=3// dV =3V = 3ra>h.
174

b. Lasketaan vuo pintaintegraalina.
(i) Yldpinnalla n = k ja

r-n=r-k=z=h,

// r~ndA://hdA:7ra2h.

ylédpinta

(i) Pohjalla n = —k ja

joten

r-n=-z=0,

joten

[ r-naa=o

pohja
(#1) Vaipalla yksikkonormaali on

_wi+yj
I

b

silld vaipan yhtdlo on
F=2>+1y*=d
ja niin ollen vektori
VF =2z + 2yj

on kohtisuorassa vaippaa vastaan. Nyt

$2+y2 a2
= =—=aq,
a a

//r-ndA:a//dAza-27rah.

vaippa

T-n

joten

Laskemalla kaikki vuot yhteen saadaan
I = 3ma’h.

Esim. Newtonin gravitaatiopotentiaali ¢ toteuttaa
yhtalon
V2¢ = 4nGp,

missd G on gravitaatiovakio ja p massatiheys.
Ms4dritetdsn gravitaatiokenttdvoimakkuus —Ve
pallosymmetrisessé tapauksessa.
Merkitain
K =-V¢,
jolloin
V-K =-V?¢=—4rGp.

Jos tilavuudessa V oleva kokonaismassa on M, niin

/{ v Kadv —47rG/Z/pdV

= —4rGM.
Toisaalta Gaussin lauseen mukaan on

/g/V-KdV:/A/K-dA,

kun A on tilavuutta V rajoittava pinta.
Oletetaan, ettd M-massainen kappale on
pallosymmetrinen ja otetaan tilavuudeksi V k.o.

kappaleen sisdénsé sulkeva r-siteinen kappalekeskinen
pallo. T&lloin ilmeisestikin | K| on vakio pallon pinnalla

ja K on radiusvektorin suuntainen (tai
vastakkaissuuntainen), t.s. voidaan kirjoittaa

K = K(r)#,
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missd 7 on radiusvektorin suuntainen yksikk6vektori.
Vektori 7 on tietystikin my6s yksikkénormaali k.o. pallon

pinnalla, joten
/ / K(r)i -7 dA

= K(r) // dA = K(r) - 4mr?
= —47GM.

K-dA =

r-siteinen pallo

Saamme siis tutun Newtonin gravitaatiolain

GM
K(T) _,r—gv
tai vektoriaalisesti
GM .
K('r) = _7"—2,’.

6. Stokesin lause
Tarkastellaan aluksi xy-tason pinta-alkiota dA = dxdy ja
osoitetaan, ettd

?{ F.dr=(V x F) - dA.
dA:n ympéri

Téassd dA = k dA. Lasketaan ensin pystysivut:

y+dy
/ F.-dr = / (Fy sivulla 2)dy
sivut 2 ja 4 Yy

Yy
+ / (Fy sivulla 4)dy
y+dy

y+dy
= / (Fy(x +dz,y)
y

—Fy(z,y))dy

ytdy /9F
“Ydz ) d
/y ( ox x) Y
OF,
~ dedy.
Téasséd yhtidsuuruus tulee voimaan, kun de — 0 ja dy — 0,

t.s. kun dA — 0.

y/\
3

vl Y2y
dx

Kuva 8.10: zy-tason pinta-alkio.
Vastaavasti vaakasivuilla saadaan

/ F-dr = —an dxdy.
sivut 1 ja 3 ay

Siis

OF, OF,
F-dr ~ (—Y_——=2)dxd
?£ " ( dr oy ) e
= (V x F).dzdy,
tai vektoriaalisesti
]{F~drz(V><F)-dA‘

Tarkka muoto saadaan, kun dA — 0: jos dA = ndA, niin

. 1
(VXF)~n_dgr30d—Aj{F~dr.

Tarkastellaan nyt mielivaltaista pintaa A. Jaetaan A niin
pieniin palasiin AA;, ettd niitd voidaan pitdd
tasopintoina. T&ll6in kullakin pinnalla on voimassa

n,VXF(PZ)AAlﬁ% F'd’l‘,
Ci

kun P; on jokin alueen AA; piste, C; sitd ymparsiva
kayrd ja m; sen yksikkonormaali. Summataan yli
kaikkien palasten, jolloin

Zni-VxF(Pi)AAisz F -dr.
i ; Y0

Jos C; ja C; ymparoivit vierekkaisis alueita, niin
yhteiselld rajalla viivaintegroinnit etenevit vastakkaisiin
suuntiin ja niin ollen kumoavat toisensa. Kaiken
kaikkiaan siis jad jéljelle

F.-dr=¢ F-dr,

missd C on alueen A rajakdyri. Toisaalta

(1)

lim
AA;—0

Zni~VxFAAi—>//(VxF)-ndA.
i A

Samalla rajalla tulee yhtdlossé (1) yhtdsuuruus voimaan,

joten
?{F-dr://(VxF)-dA.
c
A

Tam& Stokesin lauseen nimelld tunnettu kaava kuuluu
sanallisesti:

Vektorikentin F vitvaintegraali pinnan A reunakdyrin C
ympdari on sama kuin kentdn F roottorin
normaalikomponentin pintaintegraali pinnan A yli.

Huom. Integraalin arvo ei muutu sellaisissa
integrointipinnan deformaatioissa, joissa reunakdyra
sdilyy muuttumattomana.

Esim. Lasketaan [[ , V x F-dA, kun F = —yi+xj + zk
ja A on puolipallon 22 + y? + 22 = a?; z > 0 pinta.

1) Suoraan pintaintegraalina. Katso edelld
(pintaintegraalit).
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2) Viivaintegraalina Stokesin lausetta soveltaen. Nyt

F-dr = (—yi+xj+zk)-(dei+dyj+dzk)
= —ydr+axdy+ zdz.

Puolipallon pinnan A reunakiyrd C on xy-tason ympyri

2

22 +y?=a% z=0.
Tallg kayralla
= acosf
= qasinf
z = 0,

kun € on vektorin r» = (z,y,0) ja x-akselin vilinen
kulma. Tall6in

dr = —asinfdl
dy = acos@dd
dz = 0,
joten kayralla C
F-dr = —ydr+zxdy
= a’sin®0dh + a®cos? 6 db
= a%db.

Stokesin lauseen mukaan on

/A/(VXF)-dA

3) Pintaintegraali on sama mille tahansa kiyrin C
sulkemalle pinnalle. Valitaan zy-tason ympyra. Koska

27
?{F.dr:/ a’do
C 0

= 2md’.

V x F = 2k,
on
(VxF)-dA = 2k - kdA
z24y2<a? z24y2<a?
= 24 = 2ra>.

Stokesin lauseen perusteella pyorteettomille kentélle F
on voimassa

7€F~dr://(VxF)~dA=0,

olipa C mik4 tahansa suljettu kiyri ja A sen sisiiinsi
sulkema pinta.
Olkoot P, ja P, kaksi avaruuden pistettd ja Cy jokin
pisteestid P, pisteeseen P, kulkeva kdyrd. Jos Cy on jokin
toinen kayri vililla P, — P, niin

?{ F -dr

c
0,

F -dr —
Cl CQ

F.dr =

kun C on yhdistetty suljettu kiyra

P,— P —P,.
C1 —Ca

Viivaintegraali

Py
F-d’r= Fd'r':
P, C1 C2

F -dr

ei siis riipu lainkaan integrointitiesté, joten kenttd F' on
konservatiivinen. Helposti nihdain, ettd timé on
voimassa myo6s kdantden: jos F on konservatiivinen, niin

7{F~dr:0
C

olipa C' mik4 tahansa suljettu kéyrd. Stokesin lauseen
mukaan siis
//(VxF)~dA:0
A

on voimassa mille tahansa pinnalle.
Olkoon A mielivaltainen infinitesimaalisen pieni pinta
AA ja n sen yksikk6normaali. Tdlloin

0= [[(VxF)-dA=n-(V x F)AA,
I

eli

n-(VxF)=0, (%)

missd n - (V x F') lasketaan jossakin pinnan AA
pisteessd. Annetaan nyt AA — 0 ja huomataan, etté
yhtdlo () on voimassa mielivaltaiselle suunnalle n.
Taytyy siis olla

VxF=0.

Aikaisemmat tulokset huomioiden saamme tirkein
lauseen:

Kentti F on konservatiivinen jos ja vain jos on
olemassa skalaarifunktio ¢ siten, ettd

F=V¢.

Edelleen vilttimdton ja riittdvd ehto kentin F
konservatitvisuudelle on, ettd

VxF=0.

Esim. Nestevirtaus. Olkoon p nesteen tiheys ja v sen
virtausnopeus. Asetetaan nesteeseen pisteeseen g
siipiratas. Tarkastellaan rattaan yhtd lapaa ja sen yhti
pistettd » =7y + d. Jos T on titd lapaa vastaan
kohtisuorassa oleva yksikkdvektori, niin ilmeisestikin k.o.
pisteessd nesteen virtauksen aiheuttama va&ntémomentti
on verrannollinen lausekkeeseen d(pv) - T

d T
To

Kuva 3.11: Rattaan lapa nestevirtauksessa.
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A%
Kuva 3.12: Koko ratas nestevirtauksessa.

Summaamalla yli kaikkien lapojen saadaan etéisyydelld d
rattaan keskustasta virtaavan nesteen aiheuttamaksi
viantomomentiksi K

K = adZ(pv(ro—}—d))-T

% Z(pv(ro +d))-T;As,

missd As on lapojen vilinen etdisyys mitattuna pitkin
d-siteisen ympyrin kaarta. Jos lapojen vilimatka on
pieni, niin

@

K=~ — (pv(r)) - dr.

27 d-sédteinen ympyra

Stokesin lauseen mukaan
«
KN%/ (V x (pv)) - dA

joten nesteen virratessa pyorteettomaésti, t.s. kun
V X (pv) = 0, vidntomomentti hividi, eiki ratas pyori.

7. Greenin lauseet

Olkoon A kiyrdan C rajoittama zy-tason alue, ja olkoon
F = (M, N,0). Stokesin lauseen

$ F-dr = [[(V x F)-dA mukaan on

%(de%—Ndy // <6N aM) dxdy.

Tamai Stokesin lauseen erikoistapaus on nimeltdsn
Greenin lause tasossa.
Greenin tasolauseen sovellutuksena saadaan mm.
kéyttokelpoisia menetelmid suljetun kdyrin rajoittaman
pinta-alan laskemiseksi. Valitaan M = 0 ja N = z, jolloin
ON OM _
or Oy

Greenin lauseen perusteella on

=/ dxdyz?{ x dy.
c

Valinta M = —y/2 ja N = z/2 puolestaan antaa
ON oM

ox oy -

1
Az/ dxdy = 5%($dy—ydac).
C

Esim. Lasketaan ellipsin

ja

pinta-ala.
Ellipsi voidaan kirjoittaa parametriesityksessi, kuten

r = acost
y =

missd 0 < ¢t < 27. Pinta-ala on

27
j[xdy:/ acostbcostdt
0
27 ab 27
= ab/ cosztdt:—/ (14 cos2t)dt
0 2 Jo

= mwab.

bsint,

A =

Esim. Lasketaan vektorin F' = (z + 2y)i + (3 — y)j
integraali ellipsin C : 922 + 4y? = 36 ympéri.
Asetetaan Greenin lauseessa M =z + 2y ja N = 3z — v,
jolloin

ON oM

2=1
ox

Oy ’
ja

7{F dr—f(de+Ndy)

//3 2dmdy—/ dxdy = mab.

Ellipsin yht&dlostd ndhdéddn, ettd a = 2 ja b = 3, joten
I =6mw.

Gaussin lauseen sovellutuksina saadaan n.s. Greenin 1. ja
2. lause. Olkoot ¢ ja v kaksi skalaarifunktiota. T#lloin

V- (¢V9) = ¢V + V- V.

Olkoon A volyymis V rajoittava pinta. Gaussin lauseen

mukaan on
[[[v-@vwav
1%

/¢V¢~dA
A
/Z ¢v2¢dv+/g Vo¢-VydV.

Tami on nimeltddn Greenin 1. lause.
Vastaavasti saadaan

//¢V¢~dA:///wV2q§dV+// Vi - Vo dv.
A Vv \4

Vihentdmalld y.o. yhtdl6t puolittain saadaan Greenin 2.
lause:

J[@ve-vve)-aa= [[[ @ - uvoav
A 174

Kun valitaan ¢ = 1, saadaan 1. lauseen
erikoistapauksena

[[ovs-aa= [[[ 5%+ vor) av

Jos valitaan 1 = vakio, saadaan

/A/Vqﬁ-dA:/Z/V?qﬁdV.
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Matriisilaskentaa

1. Matriisin késite ja nimityksié

Matriisi on jérjestetty lukujoukko, jossa kunkin luvun
(alkion) paikka ilmoitetaan kahdella indeksilld: néista
ensimmiinen viittaa vaaka- ja jilkimmé&inen pystyriviin.
Olkoon A matriisi, jonka alkiot ovat a;;. Matriisi A on
tapana kirjoittaa muotoon

ai1 a12 a1n

a21 a22 a2n
A=

aAm1  Am2 Amn

Usein kiytetdin myos merkintoja A = (as;) ja

(A)ij = aij-

Jos matriisissa A on m vaakarivid ja n pystyrivia,
sanotaan, ettd A on m X n-matriisi tai ettd A:mn kertaluku
on m X n. Matriisin A dimensiot ovat m ja n.

Kaksi matriisia on yhtisuurta, jos ja vain jos niiden
dimensiot ja vastinelementit ovat samat.

e josn=1jam > 1, niin A on pystyvektori. Esim.

a
b
c

on 3 x 1-matriisi eli kolmekomponenttinen
pystyvektori.

josm =1jamn > 1, niin A on vaakavektori. Esim.
1 x 3-matriisi
(abc)=(a,b,c)

on kolmikomponenttinen vaakavektori.

e josm =1jan =1, on A ekvivalentti skalaarin a;;
kanssa.
e matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia, t.s. matriisi
0 0 0
0 0 0
0 0 0
on nimeltdin nollamatriisi.
e jos elementit a;; ovat muotoa
_ e _J 0, josi#yj
aij = bi; _{ 1, josi=7j,

niin matriisi on yksikkématriisi. Merkitddn tata
symbolilla 7. T#ll6in

1
0

0
10
7| 0 01 0
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Joskus on hyodyllistd ajatella matriisin pysty- tai
vaakarivien elementtien muodostamat jonot vektoreina;
esim. m X m-matriisi A voidaan ajatella muodostetuksi
n:std pystyvektorista

kuten

A= (a1 a2 -+ an).

2. Matriisien laskusdannot

Matriisien ominaisuuksista (esim. dimensioista) riippuen
voidaan niille mairitelld erilaisia laskutoimituksia.
Olkoon (A)i]' = Q;j ja (B)ij = bij matriiseja.

1° Yhteen- ja vihennyslasku
Jos matriisien A ja B dimensiot ovat samat, on niiden
yhteen- ja vdhennyslasku méiritelty siten, ettd
tulosmatriisin C,

C =A+B,

elementit Cij = (C)ij ovat

Cij = aij £ bij,

eli
a1 £bi1 a1z £bio a1n £ bin
a1 b2 a2 o a2n £ ban
C =
am1 + bml am?2 + bm2 Amn + bmn

2° Kertominen vakiolla
Jokainen matriisi A voidaan kertoa vakiolla k siten, etté

kA = (kaij),
t.s.
kau kalg kaln
kagl kQQQ kazn
kA = . .
kam1 kamQ kamn

3° Matriisien kertolasku

Matriisien A ja B kertolasku AB on mééritelty, jos A:n
pystyrivien lukuméira on sama kuin B:n vaakarivien
lukum&ard. Tulomatriisin C' vaakarivien lukum&aré on
sama kuin A:n vaakarivien lukuméira ja pystyrivien
lukum&ard sama kuin B:n pystyrivien lukum#ird. Jos A
on m X m-matriisi ja B on n x [-matriisi, niin C = AB on
siis m x [-matriisi.

Matriisin C' elementit ¢;; = (C);; saadaan lausekkeesta

n
Cij = E airbr;j,
k=1



eli

Doe@ikber  Dop a1kbie >k @1kbr
c Dop@2eber Do a2rbio >k @2kbr
>k mkber Do p amibio >k mibr

Tulomatriisin 4j-elementti saadaan siis siten, etta
vasemmanpuoleisen matriisin 7:nnen vaakarivin alkiot
kerrotaan oikeanpuoleisen matriisin j:nnen pystyrivin
vastaavilla alkioilla ja lasketaan tulot yhteen. Esim.

3 11 -1 2 1 -2 8 4
0 11 01 -1 |]= 121 ],
0 -1 2 11 2 2 15

jossa esim. tulon 21-elementti on vasemmanpuoleisen
matriisin toinen vaakarivi kerrottuna oikeanpuoleisen
ensimmaiselld pystyrivillieli 0- (=1)+1-0+1-1=1.
Olkoon

misséd vektorit

a; = (aa @iz - Gin)

ovat matriisin A vaakarivit. Olkoon

B= (b ba --- by),

misséd vektorit

sz

bn,;
ovat matriisin B pystyrivit. Nyt a; on 1 X n-matriisi ja b,

on n X 1 matriisi, joten niiden tulo on méaritelty ja on
1 x 1-matriisi

b,
bo

J
(lib]’ (ail Qi - ain) :
br;

Zaikbkj =cij = (AB)yj.
b=1

4° Laskulait

Olkoot A, B ja C kertaluvultaan sellaisia matriiseja, etta
alla olevat laskutoimitukset on méaaritelty. Merkitdan
symbolilla 0 nollamatriisia ja symbolilla, 7
yksikkomatriisia. Olkoot k ja [ joitakin skalaareja.
Matriisien yhteenlasku tottelee lakeja:

1. A+ B = B + A, vaihdantalaki.
2. A+ (B+C) = (A+ B) + C, liitantalaki.
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3. A+ 0= A, nolla-alkio.

4. (k+1)A=FkA+ 1A, osittelulaki.

5. k(A + B) = kA + kB, osittelulaki.
Matriisien kertolaskulle on voimassa:

1. A(BC) = (AB)C, liitantalaki.

2. k(AB) = (kA)B = A(kB), liitantilaki.

3. AT =TA = A, yksikkoalkio.

4. (A+ B)C = AC + BC, osittelulaki.

5. C(A+ B) = CA + CB, osittelulaki.

Huom. Matriisien kertolasku ei yleensi toteuta
vaihdantalakia, t.s. useimmiten joko

AB # BA,
tai toinen kertolaskuista ei ole edes mééritelty.

Esim. Jos A on m X n-matriisi ja B on n x k-matriisi, on
AB mééritelty, mutta BA ei ole, ellei k = m.
Esim. Olkoot

01 . 0 -1
A‘<1 0>JaB_(1 0)'
Nyt
1 0 -1 0
AB—<0 _1>7muttaBA—( 0 1),
eli AB # BA.

e Jos AB = BA, sanotaan, ettd A ja B kommutoivat.

e Jos AB = —BA, sanotaan, ettd A ja B
antikommutoivat.

e Suure AB — BA on nimeltddn A:n ja B:n
kommutaattori ja suure AB + BA on vastaavasti
antikommutaattori. Kommutaattoreilla on tirkes
merkitys kvanttimekaniikassa.

5° Matriisin determinantti
Jos A on neliomatriisi

a11  ai2 Q1n
a1 Qa2 a2n
A= . ,
an1 an?2 Qnn
sen determinantti
a1l a2 A1n
a21 Q22 Q2n
det A= |A4| =

an1 An2 Ann

on médritelty. Matriisin A alkiota a;; vastaava
alideterminantti | A;;| muodostetaan siten, ettd



matriisista A jatetddn pois i:s vaakarivi ja j:s pystyrivi,
lasketaan tdmé&n matriisin determinantti ja kerrotaan
tulos tekijalla (—1)**7; t.s.

|4 = (=1)"*7x

ail ai ;j—1 ai,j+1 Q1n
a;—1,1 A;—1,5—1  QAi—1,541 A;—1,n
ai41,1 Ai41,5—1  Qi41,541 Ai41,n

ani An,j—1 An 41 Ann,

Voidaan osoittaa, ettd

n n
Al =Y ailAs| =D aslAjil,
=1 1=1

eli ettd matriisin determinantti on jonkin vaakarivin tai
jonkin pystyrivin alkioiden ja niihin liittyvien
alideterminanttien tulojen summa.

Huom. 1 x 1 matriisin A = (a1;) determinantti on
|A| = aly-

Matriisia, jonka determinantti on nolla, sanotaan
singulaariseksi. Jos matriisin determinantti ei ole nolla,
on matriisi ei-singulaarinen eli siannollinen.
Tarkastellaan yhtaloryhmaa

a11T1 + a1222 + -+ + G1,%y b1

U121 + An2Xo + - + QpnTyn b,.

Olkoon A kertoimien a;; muodostama matriisi (a;;).
Olkoon z tuntemattomien x; muodostama pystyvektori

x1
T =
Tn
ja b pystyvektori
b1
b= :
bn

Yhtiloryhmi (1) voidaan kirjoittaa matriisimuodossa,
kuten

Az =b.

Yhtaloryhmalla on yksikésitteinen ratkaisu, jos A on
ei-singulaarinen, t.s. jos |A| # 0. Vastaavasti
yhtaloryhmalld

Ax =0
on ei-triviaali ratkaisu (triviaali ratkaisu on
X1 =2y ==z, =0), jos A on singulaarinen, t.s. jos
|A| = 0.

Voidaan osoittaa, ettd matriisien tuloille on voimassa

|AB| = |BA| = |A||BI.

6° Matriisin jilki (trace)
Olkoon A = (a;;) n x n-neliomatriisi. Matriisin A jalki
tr A on sen diagonaalielementtien summa, t.s.

n
trA= Z 5.
i=1

Olkoon B = (b;;) samoin n x n-matriisi. Nyt

n

> (AB)
1
> awbi

tr (AB)

o~

3 |l

]

N
Il
-
>
Il

[

NE
M=

briaik

£l
Il
-
~
Il

—

(_BA)]C;C =1tr (BA)

ol
||M:
Il

Matriisien tulon j&lki ei siis muutu tulon tekijitten
syklisissd permutaatioissa:

tr (A1A2 An) tr (AnAlAQ "'Anfl)

tr (An,]_AnAlAz s An72)

3. Matriisimuunnoksia
Olkoon (A)U = Q;j.-

e transponoitu matriisi A7:

(AT)ij = aji.
e kompleksikonjugoitu matriisi A*:
(A%)ij = ajj.
e Hermiten konjugoitu matriisi Af:
(AN = aj;,
eli
Al = (49" = (4")".
o liittomatriisi eli adjungoitu matriisi adj A on A:n

alideterminanttien muodostaman matriisin
transponoitu matriisi:

(adj A)ij = |Ajil,
missd |Aj;| on alkiota aj; vastaava alideterminantti.

Tarkastellaan matriisia A adj A. Tamén
diagonaalielementit ovat

(AadjA)ii = > _(A)ij(adjd)ji = D aij|Ai| = |Al.

=1 =1
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Olkoon nyt i # j. Tilléin puolittain matriisilla |17|A—1 saadaan

, - A-1AadjA
(Aad_] A)ij = Zaik|A]-k| % = Ailj,
po 4]
ai s a1n eli G A
a
At =22
, , 4]
a41 o Qin .
Helposti todetaan, ettd

= laj11 o a1, |70 (A’l)_1 = A

a1 Tt Qin
aj+1,1 0 Gitln 1° Matriisitulojen muunnoksia
e tulon transponointi: (AB)? = BT AT. Yleisesti:

Gnl e Ann

(ABC..)T =...CTBTAT.
Determinantti on nolla, koska siind on kaksi identtisté
vaakarivid. Saamme siis

kompleksikonjugointi: (AB)* = A*B*.

e Hermiten konjugointi: (AB)! = BTAT.
AadjA = |A[T.
e kifinteismatriisi: (AB)™! = B~1A~L
Esim. Olkoon
A=1232 (AB) (B 1A 1) = ATA ' =1,
3 3 4
Liittomatriisi on joten

B 1Al = (AB)fl.
|[A11|  |A21] | Asi|
adjA= | |A12] |A2| |As2|

2° Matriisityyppejia
|Ais| |Azs| [Ass]

Matriisi A on

Nyt e symmetrinen, jos AT = A ts. a;; = aj;.
An| = ‘ g 421 ‘ — 6, [Ag| = — ‘ g Z ‘ —1, e antisymmetrinen, jos AT = —A ts. a;; = —ai.
e ortogonaalinen, jos AT = A1,
jne. Kaikenkaikki
Jue. Ratkeniaiiiaan e reaalinen, jos A* = A ts. aj; = a;;.
6 1 =5
. . . T — R *
adid=| -2 -5 4 ) ‘ e hermiittinen, jos A" = A ts. a;; = aj;.
-3 3 -1 e unitaarinen, jos AT = A~
Helposti todetaan, ettd
4. Matriisikuvaukset
) -7 0 0 100 Olkoon A nelidmatriisi ja S samaa kertalukua oleva
AadjA = 0 -7 0 )=-71010 sa@nnollinen matriisi. Matriisin A kuvamatriisi A’
0 0 =7 001 matriisin S médrittdmassd kuvauksessa on
Téaten detA = —7. A =85 1458.
o Lifinteismatriisi A~': jos on olemassa matriisi C Sanotaan myds, ettd matriisi S kuvaa matriisin A
siten, ettd matriisiksi A4’
CA=AC=1, Lause 1. Matriisi S~' kuvaa matriisin A’ matriisiksi A.
niin C on A:n kiinteismatriisi, jota merkitisin Tod. Matriisin A’ kuva on
—1\—1 -1 _ -1
C=Aa"1 A" = (ST ASTI =84S
= S(ST'AS) ST =(SSTH)A(SSTh)
Oletetaan, ettd matriisilla A on kdénteismatriisi. = A.

Kertomalla yhtilo
Lause 2. Matriisien viliset algebralliset yht&lot pysyvét
AadjA = |AIZ matriisikuvauksissa muuttumattomina eli invariantteina.
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Tod. Tarkastellaan esimerkking relaatiota
ABC+ D =E.

Olkoot yksityisten matriisien kuvat matriisin S
madrddmissi kuvauksessa A’, B', C', D' ja E'. Nyt

E' = S 'ES=S"1'ABC+D)S
= S YAIBIC)S+ S 'DS
= ST'A(SSTY)B(SST')CS+ST'DS
= (S7'AS)(S7'BS)(S7'CS)+ S7'DS
= A'B'C'+D.
Olkoot A ja B samaa kertalukua olevia matriiseja.

Sanotaan, ettd B on ekvivalentti matriisin A kanssa, jos
on olemassa sdinnollinen matriisi S siten, etté

B=S8"148S.

Lauseen 1 perusteella ekvivalenttisuus on refleksiivinen

relaatio; t.s. jos B on ekvivalentti A:n kanssa, niin myos
A on ekvivalentti B:n kanssa (matriisi S~ vélittd4 k.o.
kuvauksen).

Huom. Kaikki n X n-matriisit eivit ole keskendiin
ekvivalentteja. Esim. yksikkomatriisin 7
ekvivalenssiluokkaan kuuluu vain Z, silld

SIS =8"18=1.
Ekvivalenteilla matriiseilla on sama determinantti ja
jalki, silla

|S~1AS|
tr (S~ 1AS)

[SS7IA| = |ZA] = |A]
tr (SS'A) =tr (TA) =tr A.

5. Matriisin diagonalisointi,
ominaisarvot ja ominaisvektorit

Mikéili matriisin A kuvamatriisien joukossa on
diagonaalinen matriisi A, t.s. on olemassa sdénnéllinen
matriisi S siten, ettd

A0
0 X O---
A = . - = S_IAS,
0 A
sanotaan, etti A on diagonalisoituva. TEll6in

A=SAS™1
ja
A? = (SAS™) (SAS™') = SA*Sh

Helposti ndhdién, ettéd yleisesti on voimassa

A" = SA"STh

Olkoon nyt f()) jokin skalaarimuuttujan funktio.
Oletetaan, ettd f on kirjoitettavissa Taylorin sarjaksi

FO) =D end™
n=0
Mééaritelliin matriisimuuttujan funktio f(A) siten, ettd
FA) =D c,A™
n=0
Ominaisuuden () perusteella on
fA)=> e SA"S =8 (Z an“) st
eli

f(A) =Sf(A)S™

Olkoon A diagonaalinen matriisi

M 0 - 0
0 X - 0

A=]| O 0 | = Diag(\,).
0 -~ -+ A

Diagonaalimatriisilla on m.m. ominaisuudet
e A% = Diag()\?).
e A™ = Diag(A?), kun n on kokonaisluku.
e A~! = Diag(1/\;).
e A7 = (A7Y)" = Diag (\] ™).
e A'/? = Diag(v/X)).

Matriisiargumenttinen funktio f(A) voidaan siis
méiritelld siten, ettd

f) 0 0
0 f(R) 0

f4) = S 0 0 g1
0 F)

= SDiag(f(\))S ' =Sf(A)ST,

kun A on matriisin A diagonaalinen kuvamatriisi.
Olkoon A nelidmatriisi. Pystyvektoria x # 0, joka
toteuttaa yht&loryhman

Az = \a, ()

sanotaan matriisin A ominaisvektoriksi ja skalaaria \
matriisin A ominaisarvoksi. Olkoon A = Diag(\;)
matriisin A diagonaalinen kuvamatriisi, t.s.

A= StAS.
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Kertomalla ominaisarvoyhtls () matriisilla S—*
saadaan

S 1Az =S 'ATz = STTASS e = AS Ttz = AS la.
Kun merkitdan symbolilla y pystyvektoria
y=5""z,
voidaan kirjoittaa
Ay = Diag(Xi)y = Ay,

tai komponenteittain

)\1—/\ 0 0 Y1 0
0 )\2—)\ 0 Y2 0
0 0 ys | =] O

Jos nyt A on eri suuri kuin mik#in elementeistd \; eli
Ai—A#0,1=1,2,...,n,
niin yhtdloryhmailld on ainoastaan triviaali ratkaisu
B=Yy2=ys=""=yn=0.

FEi-triviaali ratkaisu on siis olemassa, jos ja vain jos
ominaisarvo A on jokin diagonaalielementeistd A;.
Saamme lauseen:

Matriisin A ominaisarvot ovat sen diagonaalisen
kuvamatriisin alkiot \;.

Ominaisarvot voidaan ratkaista mysds suoraan
tarkastelemalla yhtdlod ():

Azr = Ax.
Taméi voidaan kirjoittaa muotoon
(A= XDz =0,

tai eksplisiittisesti yhtaloryhmaksi

(a11 — )\)1'1 4+ a10T2 + -+ @1nxn =0
a21%1 + (a22 - )\)1'2 +---+aspxr, =0
n1%1 + agox2 + -+ (Apn — Nz, =0.

Taéllaisella homogeenisella yhtaloryhmalld on ei-triviaali

ratkaisu, jos ja vain jos kerroindeterminantti on nolla, t.s.

jos ja vain jos

aig — A a2 a1n
asy azp — A a2n 0
anl n2 Ann — )\

Kompaktimmin tdma sekulaariyhtdlénd tunnettu ehto
voidaan kirjoittaa muotoon

det(A — \T) = 0.

Kerroindeterminantti on selvistikin suureen A m:nnen
asteen polynomi, jolla on siten n juurta.
Sekulaariyhtélén det(A — AZ) = 0 ratkaisuna,

)\:)\17)\27"'7)\717

saadaan siis n kpl matriisin A ominaisarvoja.

Kun ominaisarvot on 16ydetty, vastaavat ominaisvektorit
saadaan ratkaisemalla homogeeninen lineaarinen
yhtaloryhmad: jos A; on jokin ominaisarvo, niin sitd
vastaava ominaisvektori ; on yht&loryhmén

A.’L‘,‘ = )\Z.CIJZ

jokin ei-triviaali ratkaisu.

Ominaisvektorit eivit méardydy yksikésitteisesti. Jos
nimittdin x; on ominaisvektori, t.s. Ax; = \;x;, ja o on
jokin skalaari, niin

Alaz;) = a(Az;) = a(lx;) = Ni(az;),

eli my6s az; on ominaisvektori.

. . 1 2
Esim. Mairitetddn matriisin A = ( 3 4 )
ominaisarvot ja ominaisvektorit.
Sekulaariyhtéls on nyt

det(A — \T) = ‘1;\ 4:‘
= (1-XN)@4-X)—6
M —51—2=0.

Taméin ratkaisuna saadaan ominaisarvoiksi

_5+V25+8 5433
B 2 2

)\12

Ratkaistaan ominaisvektorit yhtaloryhméasta

A.Z'i = )\1331, 1= 172,

(A (0=

Saadaan siis kahden yhtélon ryhmg

{ (1—=X)z+2y
3z +(4—N\)y

eli

=0; T =2

Komponentin y arvoksi voidaan ottaa mikd tahansa
nollasta poikkeava luku.

A=)\
Nyt
3+v33
M—1 = S3+v33d
2
-3+ V33
AN —4 = TSt VSS
2
joten
4
T =
3+\/33y
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tai
-3+ +v33

Merkitsem&lld masradmatonta y:n arvoa symbolilla a,

saadaan
4 —3+/33
ama( )=o)

A= X
Nyt
4
T = —
3— \/33y
tai
3++v33
=79
6
joten

aea() o)

missd 3 on jokin skalaariluku.
Ominaisvektorien normitus
Jos ominaisvektori kerrotaan skalaarilla, se on edelleen
ominaisvektori. Siksi on usein tapana mormittaa
ominaisvektorit yksikon mittaisiksi: jos z toteuttaa
yhtilon

Az = Az,

niin ominaisarvoa A vastaava normitettu ominaisvektori
Z on

==z
]

Téssd vektorin x pituudella (normilla) |z| tarkoitetaan
euklidista pituutta

Fsim. Edellisessi esimerkissd saatiin erdiksi
ominaisvektoriksi

4
xlzoz( 3+i/ﬁ>.

Nyt

4 2
il = o ()
V42 + 32 + 33+ 61/33
3++/33
58 + 61/33
YRV B

joten normitettu ominaisvektori on

N 1 34++33 (
T1 _
V58 4+ 633

4
3+v33

= ).
Summasddintdjd
Olkoon A matriisin A diagonaalinen kuvamatriisi, t.s.

= —xl =
|21

A = diag (\;) = S1AS.

Diagonaalielementit A; ovat matriisin A ominaisarvot.
Determinantin ja jdljen ominaisuuksien perusteella on

n

detA = Hx\i:detA
=1

trA = Z)\iztrA.
1=1

Jalkimmaéisestd ominaisuudesta saadaan yleistden

summasaanto .
trAk:Z)\f,
i=1
silla
trAF = tr(s714F9)
= tr(S’lASS’lA--~ASS’1AS)
= tr(A").

N&itd ominaisuuksia voidaan joskus kayttdsd hyvaksi
ominaisarvoja laskettaessa.
). Nyt

. 1 2
Esim. Olkoon A = ( 3 4
trA=5= XA+ Ao,

joten
detA=-2= )\1)\2 = /\1(5 - )\1)

Saamme siis toisen asteen yhtalon
A —51—-2=0,
jonka ratkaisut ovat

5+ v33

A2 = 5

kuten ennenkin.

Diagonalisoiva matriisi

Olkoot vektorit z; ominaisarvoon A; liittyvat matriisin A
ominaisvektorit, t.s.

Aa:i = )\1.%',

Kirjoitetaan vektori x; komponenteittain, kuten
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Tarkastellaan matriisia

T11 <o Tip
U= (.’E17.’I,'2,....’L'n) =
Tnl ' Ton
T&ll6in
AU = (Axy,Azy,. .., Az,)
= (Mz1,AaTa,.. ., Antn) = UA.

Kertomalla vasemmalta matriisilla U~! (voidaan
osoittaa, ettd U on ei-singulaarinen) saadaan

A =U"1AU,

t.s. ominaisvektorien muodostama matriisi diagonalisos

A:mn.

1° Hermiittisen ja unitaarisen matriisin ominaisarvot

ja ominaisvektorit
Tarkastellaan hermiittistd matriisia H, t.s.

H = (H"T = H.

Olkoot z ja y matriisin H ominaisvektoreita. Kerrotaan

vastaavat ominaisarvoyhtalot

Hx = Mz
Hy = My

vasemmalta vektoreilla y' ja x'. Tallsin

vy Hex = My'z

' Hy = Xzly.
Nyt

(?JTHSB)T =2'H'y=2"Hy

ja

(My'z) = Ay,
joten

THy = X\aly

T Hy = Xzly.

Vihentdmélld ndmé puolittain saadaan
(AT = Xo)zfy =0.
Jos valitaan & = y, jolloin A; = Ag, saadaan
A= X)zfz =0.
Nyt
Z1
T2
ofe = (af 2y ... 2b)

Tn

= xijz1+ X324+ -+ 2hws >0,

joten tdytyy olla
Al =\

eli \; on reaalinen.
Jos toisaalta valitaan x # y ja Ay # Ag, niin

zly =0,

eli ominaisvektorit ovat ortogonaaliset. Saamme siis
lauseen

Hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset ja
ominaisvektorit ortogonaaliset.

Olkoon U unitaarinen matriisi, t.s.

vt=vu-"

Olkoot x ja y matriisin U ominaisarvoihin A\ ja As
liittyv&t ominaisvektorit. Ensimméisen
ominaisarvoyhtalon

Uzr = Mz
Uy = Ay

Hermiten konjugointi antaa
(Uz)' = 2'UT = 27U~ = Aol
Kerrotaan tdmé oikealta vektorilla Uy, jolloin

Uz)lUy = 2'UTUy =2ty
= Ahaly,

eli
(1= Xi)zly =0.

Jos x =y, jolloin A; = Ag, niin
M2 =1,
eli ominaisarvot ovat muotoa
M =€ ¢ eR.
Jos taas x # y ja A1 # A2, niin
Ny = eild2=01) £ 1

joten
Ty =0.

Saamme lauseen

Unitaarisen matriisin ominaisarvot ovat itseisarvoltaan

ykkdsen suuruisia jo eri ominaisarvoihin kuuluvat
ominaisvektorit ortogonaalisia.

Tarkastellaan hermiittistd n x n-matriisia H. Olkoot
tdmin normitetut ominaisvektorit x1, 2, ..., T,, t.s.

Hzx; = Az,

missd A; on reaalinen ominaisarvo. Komponenteittain
vektorit x; ovat
T14
24
Tr; =

Tni

38



Muodostetaan matriisi

Z11 Zin
U=(z1 22 -+ Tp) =
Tnl Tnn
Nyt
zi Ty x{
Ut = : : = o,
Tin Ton, xl,
joten
x|
Ut = S N CO S R )
af,
a:J{xl x]{xn 1 0
AR zlan 0 1

silla vektorit x; ovat hermiittisen matriisin
ominaisvektoreina ortogonaalisia. Matriisi U on siis
unitaarinen.

Kertomalla U matriisilla H saadaan

HU = H(xi 22 -+ xn)=(Hxy Hry --- Hxyp)
= (/\1561 A2Za - -+ )\nxn)
ja edelleen
z]
UT'HU = U'HU=| : |(\@1 - Anzn)
z},
)\1.%‘11‘1 )\n-'L'Ixn
Mtz Azl x,
A1 0
= : : =A,
0 An

missd A = diag()\;) on matriisin H ominaisarvojen
muodostama diagonaalinen matriisi. Olemme siis
todistaneet lauseen

Hermiittinen matriisi H voidaan diagonalisoida
unitaarisella muunnoksella, joka muodostuu H :n
normitetuista ominaisvektoreista.

Huom. Koska symmetrinen ja ortogonaalinen matriisi
ovat hermiittisen ja unitaarisen matriisin
erikoistapauksia, edelld esitetyt lauseet ovat
voimassa my0s néille. Symmetrisen matriisin
tapauksessa my0s ominaisvektorit ovat reaalisia.

2° Lineaariset kuvaukset
Tarkastellaan n-ulotteista avaruutta ™, missid ™ on

joko reaalinen avaruus R™ tai kompleksinen avaruus C".
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Olkoon T kuvaus avaruudesta K™ avaruuteen ™.
Merkitddn tata
T:K"— K™.

Olkoon z avaruuden K™ vektori, joka komponenteittain
kirjoitettuna on

1

T2

Tn

missd x; € K. Kuvauksessa T vektori £ kuvautuu
avaruuden K™ vektoriksi T'(z) = T'z.

Olkoot nyt x; ja x5 avaruuden K™ vektoreita ja a; ja ao
lukukuntaan K kuuluvia skalaareja. Kuvaus 7" on
lineaarinen, jos ja vain jos

T(Oél.’L'l + Cl’,z.’IJz) = Cle.T?l + OézT.’EQ.

Aivan ilmeisesti jokainen m x n-matriisi A € K™*™ on
lineaarinen kuvaus avaruudesta K™ avaruuteen ™.
Tamé on voimassa myds kddntden: jokaista lineaarista
kuvausta T : K™ — K™ vastaa m X n-matriisi.

Olkoot e1,es,...e, avaruuden K™ jokin
kantavektorijoukko (ei vilttiméttd ortogonaalinen), t.s.
jokainen vektori x € K™ voidaan esittdd muodossa

r = a1e1 + azez + - - anén,

missi suureet a; € K ovat vektorin x koordinaatit
koordinaatistossa {e1,ez,...,en}.

Tarkastellaan lineaarista kuvausta (matriisia)

M : K™ — K™. Oletetaan, ettd matriisi M on
saannollinen. Téssd kuvauksessa kantavektorit e;
kuvautuvat vektoreiksi

6; = Mei.

Koska M oletettiin séidnnolliseksi, voidaan osoittaa, etti
my0s vektorit e} ovat avaruuden K™ kantavektoreita.
Mielivaltaiselle vektorille 2 on siis voimassa

x aje; + asez + -+ anéy
/N !/ /AN
ajey +agsey + - +aye,

! ! !
a;Mey +ayMey + ---+ a, Me,,
missé a) ovat vektorin z koordinaatit koordinaatistossa

{€e},¢€h,..., el }. Saannollinen kuvaus M voidaan siten
ajatella koordinaatiston muunnokseksi.



Kéayraviivaiset koordinaatistot
Tarkastellaan kolmiulotteista avaruutta R3. Oletetaan,
ettd avaruuden jokainen piste (z, vy, z) voidaan kirjoittaa
kolmen muuttujan (w1, us,u3) funktiona siten, etta

x(u1,uz,us3)
= y(ul s U2, ’LL3)
z = z(u1,us,us).
Oletetaan edelleen, ettd niistéd yhtdloistd voidaan

muuttujat w1, us ja us ratkaista koordinaattien z, y ja z
funktiona:

U = Ul(.’E,y,Z)
uy = ux(x,y,%)
uz = u3($7y7z)'

Niissd kuvauksissa esiintyvit funktiot oletetaan
yksikasitteisiksi ja niiden derivaatat jatkuviksi, jolloin
kolmikkojen (z,y, 2) ja (u1,us,us) vastaavuus on
yksikédsitteinen.

Jos pisteen P karteesiset koordinaatit ovat (,y, z), niin
edellisen perusteella voimme ilmaista ndm& myos
yksikésitteisesti kdayrdaviivaisten koordinaattien
(u1,uz2,us) avulla.

1. Yksikkovektorit kiyraviivaisissa
koordinaatistoissa
Olkoot ¢1, ¢2 ja c3 vakioita. Pinnat uy = ¢1, us = ¢2 ja
ug = cg ovat nimeltdin koordinaattipintoje. Kahden
pinnan leikkauskdyrad sanotaan koordinaattikdyrdiksi tai
koordinaattivitvaksi. Koordinaattikiyralld kaksi muuta
koordinaattia ovat vakioita: esim. pintojen us = ¢y ja
ug = c3 leikkaus on koordinaattikdyrd u,. Jos
koordinaattipinnat leikkaavat toisensa kohtisuorasti,
kdyréviivaista koordinaattisysteemié sanotaan
suorakulmaiseksi tai ortogonaaliseksi.
Esim. Sylinterikoordinaatisto. Karteesiset koordinaatit
(z,v,z) ilmaistaan sylinterikoordinaattien (p, ¢, z) avulla
kuten

T =pcoso, y=psing, z =z,

missd
p>0 0<¢<21, —00< 2z < .

Koordinaattipinnat ovat
e p = cy: z-akselikeskeiset sylinterit.
® ¢ = co: z-akselin kautta kulkevat tasot.
e z = c3: xy-tason suuntaiset tasot.
Koordinaattik&yrat ovat

o z-kdyrd: pintojen p = c1 ja ¢ = cy leikkaus on
z-akselin suuntainen suora.

e ¢-kiyri: pintojen p = ¢; ja z = c3 leikkaus
z-akselikeskeinen ympyra.

e p-kiyri: pintojen ¢ = ¢y ja z = c3 leikkaus on
zy-tason suuntainen suora.

Olkoon r = x2 + yj + zk pisteen P paikkavektori.
Edellisen perusteella voidaan kirjoittaa

r = 7r(u1, u2,u3).

Pisteen P kautta kulkeva uj-koordinaattikdyré on
muotoa

r = r(u1, uz = vakio, us = vakio),

jonka tangentti pisteessd P on vektorin g—"' suuntainen.

Yksikkotangenttivektori ey on siis '
1 or
o h1 8u1 ’

€1

missé

or
8u1

on n.s. skaaloustekiji. Vastaavasti us- ja
ugz-koordinaattikidyrien yksikkdtangenttivektorit ovat

_lor . 1or
_h28u2J 3_h38u37

missd skaalaustekijit ovat

1:

€3

or
6?13

hy =

6?]@

‘51’ ia hy =

2. Ortogonaaliset koordinaatistot

Voidaan osoittaa, ettd yksikkotangentit e1, es ja es ovat
lineaarisesti riippumattomia, t.s. jokainen vektori A
voidaan esittdd yksikésitteisesti muodossa

A= A161 =+ Agez + A363.

Tassd A;, Az ja Az ovat vektorin A komponentit
koordinaattisysteemissi e;, e, e3. Yleisessd tapauksessa
A; # A - ey, silld tangentit eivdt valttdméatta ole
kohtisuorassa toisiaan vastaan, t.s. e; - e; # 0 kun ¢ # j.
Kun koordinaatisto (u1,us,us3) on ortogonaalinen, niin
koordinaattikdyrit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Talloin siis my6s tangenttivektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, eli

€; - Cj = (51']',
ja vektorin A komponentit ovat
Ai =A- €;.

Esim. Sylinterikoordinaatisto. Paikkavektori » voidaan
kirjoittaa sylinterikoordinaattien avulla kuten

r = x2t+yj+zk

= pcos¢t + psingg + zk.
p-, ¢~ ja z-koordinaattikdyrien tangentit ovat

or
ap
or
96
or

% -k

= cos ¢t + sin ¢j

= —psingi + pcospj
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jolloin skaalaustekijit ovat

or .
h, = % =1/cos? ¢ +sin’p=1
he = or| _ \/sin? ¢ + cos? ¢ =

or

h. = |=—|=1.
0z
Yksikkotangentit ovat siis
1
e = ep:h—pg—;:COS¢i+SiIl¢j
10 . .
es = ey = Ea—; = —sin ¢z + cos @3
1 0r
= =T = k
BT T8,
Nyt
e;-es = (cosgi+singj)-(—singi+ cosgg) =0
e1-e3 = (cospi+singg)-k=0
ey-e3 = (—singi+cosgj)-k =0,

joten sylinterikoordinaatisto on suorakulmainen.
Y14 olevista yksikk6tangenttien lausekkeista voidaan
ratkaista karteesisen koordinaatiston yksikkoévektorit ¢, 3
ja k:

i = cos¢pe, — singey

7 sin ge, + cos pey

kE = e,.

Esitetddn vektori A = z2 — 223 + yk
sylinterikoordinaateissa. Nyt
A = zi-2zj+yk
= z(cosge, — sin gey)
—2p cos ¢(sin e, + cos pey)
+psin ge,
= (zcos¢—2pcos¢sing)e,
—(zsin ¢ + 2pcos® ¢)ey
+psin ge,.

Vektorin A komponentit sylinterikoordinaatistossa ovat
siis

A, = zcos¢p—2pcospsing
Ay = —zsing—2p cos? ¢
A, = psing.

T4lld tavoin laskiessamme emme ole kiyttédneet hyvéksi
sylinterikoordinaatiston ortogonaalisuutta. Tdma
menetelmé on siis kiyttokelpoinen mille tahansa
koordinaattisysteemille.

Koska sylinterikoordinaatisto on suorakulmainen,
vektorin komponentit voitaisiin laskea myos
skalaaritulojen avulla: esim.

A, = A-e,=(21—2xj+yk)- (cos¢t+singpj)
= 2cos¢ —2zsin¢ = zcos ¢ — 2p cos ¢sin ¢.

3. Kaaren pituus ja tilavuuselementti
Tarkastellaan muunosta

r = r(ur, u2,u3).
Nyt

or or or
dr = —d —d —d
4 6u1 a + 8”2 Y2 + 8’LL3 s

= hiduy e+ hadus es + hz dus es
ja differentiaalisen kaarenpituuden nelis ds? on
ds® = dr - dr.
Jos (u1,us, us)-koordinaatisto on ortogonaalinen, niin
ds® = hidu? + h3du3 + h3du}.
Koordinaattikdyralld u; ovat us ja ug vakioita, jolloin
dr = hy duq e;

ja pisteestd P mitattu differentiaalinen kaaren pituus
pitkin tatd kdyrad on siis

dSl = hl dul.

Vastaavasti us- ja uz-kiyrii myoten mitatut
differentiaaliset kaaren pituudet ovat

dSQ = h2 dUQ ja d33 = h3 dU3.

Suorakulmaisessa koordinaatistossa tilavuuselementti on

dV |(h1 du1 61) . (hg dUQ 62) X (h3 dU3 63)|

h1 hg h3 du1 dUQ dU3 .

4. Gradientti, divergenssi ja roottori
Tarkastellaan skalaarifunktion ®(z,y, z) gradienttia V&
ortogonaalisessa kiyréaviivaisessa koordinaatistossa:

Vo = fie1 + foes + fzes.

Koska

or or or
dr = aur+ L duy+ 2
" Dy T 5y, 2T Gy e

= hl du1 e + h2 dU2 es + h3 d’lL3 €3,
voimme kirjoittaa funktion @ differentiaalin muotoon

d® =V®.-dr = hlfl duy + h2f2 dus + h3f3 dus.

Toisaalta voimme pitid funktiota ® muuttujien uq, us ja
ug funktiona, jolloin

od o0d o0d
d=— — —_— .
d Bu, duq + o dus + Bus dus
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Jotta ndmi lausekkeet olisivat yhtidsuuria, tdytyy
differentiaalien du; kertoimien olla molemmissa,
lausekkeissa samoja:

1o 10w 10w
l_hlaul’ Z_hga’LLQ’ 3_h3GU3.
Saamme siis
vq>::flf@3 €2 9% | e3 00
h1 Ouy ho Ousg hs Ous

Gradienttioperaattori voidaan niin ollen kirjoittaa
muotoon

€9 0
h2 8%2

638

_61 15] € o
v h38U3.

b Ouy

Tarkastellaan ortogonaalista koordinaatistoa ja valitaan
® = u;. Edellisen perusteella on
€1

VUl = h—l,

joten
lex] _ 1

b b

Vastaavat lausekkeet saadaan muiden koordinaattien
gradienttien pituudelle. Koska tarkasteltava

(u1, us,us)-koordinaatisto on ortogonaalinen, tiytyy olla
voimassa

|VU1| =

€1 X ey = :*:63.

Numeroimalla tarvittaessa koordinaatit uudelleen
saadaan aikaiseksi oikeakétinen koordinaatisto, jolle on
voimassa

e X ey =es3
ja tdmén sykliset permutaatiot.

Talloin m.m.

€] X ey ej

VUI X VUz = h1h2 B h1h27

eli
e3 = hthVul X VUQ,

ja samoin muille syklisille permutaatioille.
Tarkastellaan nyt vektorifunktion
A= A161 + A2€2 + A363

divergenssii. Edellisen perusteella on

V- (A363) V- (A3h1h2Vu1 X VUQ)
V(Aszhiha) - (Vug x Vug)

+A3h1h2V . (Vul X VUQ).

Koska divergenssille on voimassa
V- (AxB)=B-(VxA)-A-(VxB)

ja koska gradientin roottori on nolla, saadaan
jalkimmaisessd termissé

V- (Vu1 X VUQ)
= VUQ . (V X V’Lbl) — Vu1 . (V X VUQ) =0.
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Komponentin Ases divergenssi on siis

[ e
V.- (Ases) = V(Ashihs)- h—l X h_2
1 2
€3
= A .
V(Azhihs) T
€ 0 €9 15]
= |24 27 (4
hl 6u1( 3h1h2) + hz 6u2( 3h1h2)
e3 0 €3
= A .
+h3 GU3( ahihz) hihs
1 0
= —————(Ashiho).
h1h2h3 GU3( st 2)

Toistamalla sama lasku vektorin A muille
komponenteille saadaan

la

duy

1
hihahs

0
+a—u3(h1h2AB)

V. A

0
(hahsAy) + 8—u2(h1 h3As)

Samankaltainen lasku osoittaa, ettd roottori voidaan
kirjoittaa muotoon

1 h161 h2€2 h3e3
VxA= h1h2h3 % % 3;23
h1A; hoAs h3Az

Laplacen operaattori tulee muotoon

1 0 [ hahs 0
2@ - | = il
v hlhzhg |f9U1 < h1 8u1>
0 (b 92 0 (b 02
6u2 h2 6?1,2 6U3 h3 8’LL3

Esim. Sylinterikoordinaatisto. Nyt koordinaatit ovat

up = p, up = ¢ ja uz = z, yksikkovektorit ovat e; = e,,
ez = ey ja ez = e, ja skaalaustekijit hy = h, =1,

ha = hy = p ja hg = h, = 1. Skalaarifunktion gradientti
on

1 0% 1 0% 1 0%
9w ™y G ™ g oy
od 109 od

8_p ;%qu + gez.

Ve

e, +

Vektorifunktion A = A,e, + Ayey + A, e, divergenssi on
1
hihohs

+i(
8U3
0

A
p [9p

F) (pAp) +

0

0
oy (h1h3As)

V-A —
8u2

(hahsAy) +

hihoAs)

94,
96 T

OpA,
oz

|



1° Sylinteri- ja pallokoordinaatistot
a. Sylinterikoordinaatisto

Muunnos:
T = pcos¢
= psing
z 2z,
missé
p>0 0<¢<21, —00< 2 < 00.
Kantavektorit:
e, = cos¢t+singy
ey = —singt+ cosgj
e, = k,
ja
i = cos¢pe, —singpey
J = singe, + cosgpey
kE = e,.
Skaalaustekijat:
h,=1, hg =p, h, =1.
Tilavuuselementti:
dV = pdpdodz.
Gradientti:
o 109 o
Vo =— -— —e,.
Gpep+ p@q&ed’ T 5.€
Divergenssi:
1[0 0Ay O
V-A=-|[=—(pA — + —(pA.
Roottori:
g e g
A, pAy A,
Laplacen operaattori:
10 o 10%°% 0°9®
V20 =-— ( p— =+ —.
p3p <pap> Troe T o
b. Pallokoordinaatisto
Muunnos:
x = rsinfcos¢
= rsinfsin¢
z = rcosé,
missé

r>00<¢<2m 0<0<m.
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Kantavektorit:
e, = sinfcos¢i + sinfsin ¢g + cosfk
egp = cosfcos¢@i+ cosfsingjy — sin Ok
ey = —singt+cosey,
ja
i = sinfcos¢e, + cosb cos pey — sin gey
J = sinfsinge, + cosfsin peg + cos pey
k = cosfe, —sinfey.
Skaalaustekijét:

hr =1, hg =7, hg =rsin.
Tilavuuselementti:

dV = 72 sin 0 drdfd¢.

Gradientti:
o 10® 1 0@
d=—e, +-—— ———ey.
v ar © +r8960+rsin08¢e¢
Divergenssi:
V-A=
10,, g, . 1 04,
= =—(r‘A)+ —— A — 2.
oA T T ag N0 + g s
Roottori:
1 e, reg rsinfey
_ 3 ol 2
VXA=ome| o w9
A, rAg rsinfAy
Laplacen operaattori:
190 oo 1 9 o
2@ — - ¥ 2YF il . il
v 2ar \"ar ) T sma e P05
1 %%

r2sin2 9 ¢

5. Kontra- ja kovariantit komponentit
Tarkastellaan yleistd (ei vilttamétta ortogonaalista)
kédyriviivaista koordinaattisysteemid (u1,us,us). Olkoon
P jokin avaruuden piste. Edelld konstruoimme pisteeseen
P liittyviat yksikkovektorit e; koordinaattikdyrien
tangenttien dr/du; suuntaisiksi. Toinen mahdollisuus on
asettaa yksikkovektorit koordinaattipintojen normaalien
suuntaiseksi. Jos pinnat u; = ¢1, us = ¢ ja uz = c3
leikkaavat pisteessd P, niin vektorit Vu,, Vus ja Vug
ovat pisteessd P pintojen normaalien suuntaiset.
Normittamalla ndmé, t.s. jakamalla pituuksilla |Vu,|,
saisimme aikaan yksikkovektorijirjestelman

—~ i i=1,2,3.



Jos koordinaatisto on ortogonaalinen, ndmi vektorit
yhtyvét aikaisempiin vektoreihin

ar
e; =24 i=1,2,3.
or
Ou;
Merkitddn lyhyyden vuoksi
or
i = ja by = Vu,.
a ou U
T&llsin
or 81'
dr = —d d
r Bu, Ul + B U2 + — ou 3

= ajdu; + as dU2 + a3z dus.
Koska toisaalta on

Vuy-dr =b; -dr
(b1 . al)dul =+ (b1

du1 =

. ag)dUQ + (b1 . a3)du3,
tdytyy olla voimassa

bl-a1=1, b1-a2=07 bl-a3=0.

Suorittamalla sama lasku vektoreille by ja bs saadaan
a; - bj = (Sij.

Vektorit a1, as,as ja by, by, bs muodostavat siis n.s.
resiprokaalisen vektorisysteemin.
Koska vektorit aq,as, as tai by, by, bs ovat avaruuden R3
kantavektoreita (eivdt yleensd yksikkovektoreita), miké
tahansa avaruuden vektori A voidaan esittdd joko
muodossa

A = Cira; + Cyaz + Csag

tal muodossa
A =c1by + coby + c3bs.

Suureita C7, Cs, C3 sanotaan vektorin A
kontravarianteiksi komponenteiksi ja suureita cy, cg, c3
kovarianteiksi komponenteiksi.

Tarkastellaan kahta yleistd kdyraviivaista
koordinaattisysteemid (u1,us,us) ja (@1, U2, us).
Koordinaatit (z,y, z) voidaan lausua joko muodossa

961(%1,%27%3)

y1(U1,U2,U3)

z = z(u1,us2,u3)
tai
r = .’L'Q(ﬂ]_,l_l/g,ﬁg)
= yo(@1, U2, T3)
z = 2o(t1, 02, us).

Koska niistd yhtdloistd voidaan ratkaista koordinaatit
(u1,us,us) (tai (41,72, %s3)) karteesisten koordinaattien

(z,v, z) funktiona, on olemassa differentioituva kuvaus
suoraan muuttujista (i1, @, 43) muuttujiin (uq, us, us):

ur = wi(@1, U2, U3)
uz = ua(@1, s, Us)
uz = us(,u2,7s3),

ja péinvastoin.
Differentiaali dr voidaan kirjoittaa kahdella tavalla: joko

or or 51’
8u1du1+ ou. du2+5 v

= aiduy + asdus + azdus,

dr =

tai

a_rd + or
6“1 i ou (15}

= ayduy + axdis + azdus,

or
—dius + a—du;g

dr =
joten
aiduy + asdus + azdusz = ardur + asdis + asdis.

Sijoitetaan tdhin differentiaalit du; laskettuna
kayraviivaisten koordinaatistojen vilisistd suorista
muunnoskaavoista, t.s. lausekkeet

_ Ouwy . Ouy,_  Ouy ,_
du1 = a—’lj,ldUI + a—_2d’l,b2 + 8—_3dU3

_ Ouy Ous Ous
duy, = —371 diiq +c') 2d 2+—a Sdug

_ Oug 8U3 Ous
dus = 8’L_Ld 32d 2+83dU3

Samaistamalla differentiaalien du; kertoimet saadaan
kantavektorien transformaatiokaavoiksi

_ aul 8U2 BU3
a = a18—m+a28—ﬁ1+a38—ﬂl
a = a1%+ag%+a3%
Ous Oy Oy
a = a % 2 % as %
O3 O3 Ous

eli lyhyesti
(1)
Olkoon A jokin vektori. Na,lssa koordinaatistoissa se
voidaan kirjoittaa joko muodossa

A = Cha1 + Crasz + Csas

tai - - -
A =Cia; + Cras + Csas.
Taytyy siis olla voimassa
Cia; + Czay + Csas
= 61&1 + C_’Q(_ZQ + C_Y3C_L3

ouq ~ Ouy Ouq
<Cla i +023 s +C36—ﬁ3> a;

Ous Ous Ous
<018—1+028‘ C B_U3) as

= BU3 = 8U3 8”3
<C 8?1,1 +C Ol + 0 8@3) as
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Koska kantavektorit ovat lineaarisesti riippumattomia,
tdytyy olla voimassa

_ = 5%1 = 6u1 = 8u1

G o= G ouy +C oo + 0 ous
_ = 6u2 = 6UQ = aUQ

G = G ouy +C Ols + s ous
~ Ous _ Ous _ Ous

C; = C Co— 4+ C3—
3 ! ol +02 Olo +Cs Ous

tai lyhyesti

Vertaamalla transformaatiokaavoja (1) ja (2) niemme,
ettd sama lineaarinen kuvaus (matriisi M = (du;/0u;)),
joka vie kantavektorit vanhasta koordinaatistosta
(u1,us,us) uuteen koordinaatistoon (@, @y, 3), vie
vektorin kontravariantit komponentit uudesta
koordinaatistosta vanhaan (matriisi M7). Nama
komponentit transformoituvat siis ” pdinvastoin”kuin
kantavektorit a;; siitd nimitys kontravariantti.
Vaihtamalla kesken#én koordinaatit (w1, uz,us) ja

(w1, U2, u3) tismilleen sama lasku osoittaa, ettd uudet
koordinaatit C; saadaan vanhoista kuten

0-—-§3c7aﬁ1
L T Ou;’

Samankaltainen pdittely osoittaa, ettd kovariantit
komponentit ¢; transformoituvat
koordinaatistomuunnoksessa kaavan

mukaan, eli tdsmaélleen samoin kuin kantavektorit a;;
siitd nimitys kovariantti.

Tensorilaskentaa

Fysiikan lakien taytyy olla riippumattomia siitd
koordinaattijirjestelmistd, jossa niitd matemaattisesti
esitetdin. Tamin vaatimuksen seurauksien tutkimus
johtaa tensorilaskentaan.

Vektorin A kovariantit (ja kontravariantit) komponentit
¢; muodostavat tensorin. Edelld ndimme, ettd
koordinaatiston muunnoksissa ndma komponentit
transformoituvat kantavektorien tavoin. Yleisesti tensorit
méadritelliin niiden transformaatio-ominaisuuksien
perusteella.

Tarkastellaan N ulotteisia avaruuksia (vaikkakin
esimerkeissd rajoitumme useimmiten kolmiulotteisiin
avaruuksiin). Olkoot pisteen P koordinaatit jossakin
koordinaattijirjestelméssi (21, x2,...,2y) ja jossakin
toisessa jirjestelmissi (1, Ta,...,TN)-

Niiden koordinaattijirjestelmien valilld on
yksikésitteinen differentioituva kuvaus

r = 5:1(311,362,...,3:1\;)
T2 = j2($17x27"'7x1\/)
N = jN(xl,wg,..,,xN),
tai lyhyemmin
i = Ti(x1,%2,...,2N); 1 =1,2,...,N.

Osoittautuu hyddylliseksi ottaa kiyttoon myos
yldindeksit: 2* ei tarkoita potenssiinkorotusta, vaan sit,
ettd se on jokin suureista z', 22, ...tai 2.
Kompaktimpaan merkintdén padstidn, kun kiytetddn (
vanhaa tuttua) summaussopimusta: jos jossakin termissi
sama indeksi toistuu, niin silloin on kyseessd summaus
1:std N:d4n yli timén indeksin. Esim.

N N
il 317l
aijbyc, = E E ai;bycy,.

=1 k=1

Indeksié, joka esiintyy termissd vain kerran, sanotaan
vapaaksi indeksiksi.

1. Karteesiset tensorit

Tarkastellaan suoraviivaisten ortogonaalisten eli
karteesisten koordinaatistojen vilisii muunnoksia.
Olkoon M lineaarinen operaattori (matriisi), joka kuvaa
vektorin x vektoriksi

y=Mz.

Siirryttidesséd karteesisesta koordinaatistosta toiseen,
sédilyvit vektorien viliset skalaaritulot
muuttumattomina.

Osoitetaan, ettd matriisi M on rotaatio-operaattori, jos
ja vain jos se on ortogonaalinen.

Oletetaan, ettd M on ortogonaalinen, t.s. M7 =
Talloin

=M~ 1

(M.Z‘l)T(M.CUQ) =T MTMZ'
= :clTM_lng = :clT:cQ,

Y1 Yo
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eli vektorien viliset skalaaritulot sdilyvit tassi
kuvauksessa. Erikoisesti vektorin pituus on invariantti.
Operaattori M esittédd siis rotaatiota.

Kiantden: oletetaan, ettd M on rotaatio-operaattori.
Rotaatioissa vektorien véliset skalaaritulot sdilyvét, joten
mielivaltaisille vektoreille x; ja x5 tdytyy olla voimassa

T TasT T
Yiy2 =21 M~ Mzy = 27 22,

kun y; ja yo ovat vektoreiden x; ja xo kuvavektorit.
Valitaan vektoriksi x; vektori, jonka ¢:s komponentti on
1 muiden ollessa nollia ja vektoriksi xzy vektori, jonka j:s
komponentti on 1 muiden ollessa nollia. Tall6in

.’IJF{.’IJQ = éij,
joten
(MTM);; = o MT My = 6.

(Helposti voidaan n#yttdd, ettd mille tahansa

neliomatriisille A = (a;;) on voimassa z7 Azy = a;;.)

Matriisi M on siis ortogonaalinen. Esim. matriisi
cosd

sin 6
M = ( —sinf cos@ )

on ortogonaalinen ja kiertdd vektoreita kaksiulotteisessa
tasossa.
Ortogonaalisen matriisin determinantti on £1:

|M| =det M = +£1.

Jos det M =1, niin kyseessd on tavanomainen kierto ja
jos det M = —1, niin kyseessd on yhdistetty inversio
(peilaus) ja kierto.

Olkoot A = (AI,AQ, N 714]\[) ja B = (BI,BQ, . 7BN)
vektoreita. Naiden ulkotulo muodostuu N2
komponentista

Cij = AZB]
Yleisesti n:n vektorin A, B, ..., S ulkotulon komponentit

ovat Ai1 Big cee Sin .
Tarkastellaan suuretta A ja sen kuvaa A’ muunnoksessa

M. Transformaatio-ominaisuuksien mukaan suure A on

o skalaari, jos se sdilyy muuttumattomana
koordinaatiston kierrossa, t.s. A’ = A. Skalaaria
sanotaan 0:nnen kertaluvun tensoriksi. Skalaarin
komponenttien lukumaird on N° = 1.

e wektori, jos se transformoituu koordinaatiston
kierrossa matriisin M osoittamalla tavalla, t.s. jos

AI = MA eli A; = MijAj-

Vektoria sanotaan 1. kertaluvun tensoriksi. Vektorin
komponenttien lukuméérd on N' = N (kolmessa
ulottuvuudessa 3). Vektorikentti saadaan

asettamalla avaruuden jokaiseen pisteeseen vektori
A.

o pseudovektori, jos sen komponentit transformoituvat
kuten vektorin komponentit kerrottuna tekijalla
det M, t.s.
A; = |M|M1JAJ

Esim., jos A ja B ovat kolmiulotteisia vektoreita, ne
transformoituvat inversiossa

-1 0 0
M = 0 -1 0
0 0 -1

kuten
A =MA=-AjaB =MB=-B.

Niiden vektoritulo C = A x B puolestaan
transformoituu tassi inversiossa kuten

C'=A'xB' =AxB=0C,

eli
Ci = (-1)M;;C; = [M|M;;Cj,
joten C' on pseudovektori.
e n:nnen kertaluvun tensori, jos sen komponentit

transformoituvat kuten n:n vektorin ulkotulot. Esim.
suure C, jonka komponentit C;; ovat

Cij = A;Bj,
transformoituu kuten

Cl, = AB)= MyAM;B

My M Ay By = My, M;;Cyy
M CriMj,

ja on siis 2. kertaluvun tensori.

Toisen kertaluvun tensorien transformaatiokaava voidaan
esittdd myos kompaktimmassa muodossa. Ajatellaan
tensoria C;; = A;B; matriisina

A1By A1By ABs
C = AsB; AsBy, AsBs
As3B; A3By; A3Bs

Koska MT = M1 eli

My = Mj; = M

saadaan
CuMj = CklMl;1 = (CM ™)y,
ja
Cz{j = MCuMy = Mik(CMil)kj
= (MCM™Y),,
eli
Cc'=MCM™.

Toisen kertaluvun tensori transformoituu siis kuten
matriisi.

Esim. Sahkokenttd E aiheuttaa kiintedssi aineessa
dipolimomentin P, joka ei aina ole yhdensuuntainen
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kentin E kanssa. Vektorien FE ja P vilinen relaatio
voidaan esittdd muodossa

P =qaF,

missd « on polarisoituvuustensori. Tdman relaation on
oltava voimassa esitettiinpi se missi tahansa
koordinaattisysteemissi, t.s. kun E’, P’ ja o/ ovat
vastaavat suureet jossakin toisessa koordinaatistossa,
tdytyy olla voimassa

P =JFE.

Jos matriisi M vie vektorit E ja P uuteen
koordinaatistoon, t.s. jos

P' = MPija E' = ME,

niin on oltava voimassa

oE = MP=MoE
= MoaM™'E,
eli
o = MaM™1.

Polarisoituvuus « on siis 2. kertaluvun tensori.
Toisen kertaluvun tensori a;; on

e symmetrinen, jos a;; = aj;.
e antisymmetrinen, jos a;; = —a;;. Télloin a;; = 0.

Karteesinen tensori sdilyttda symmetriaominaisuutensa
rotaatioissa.
Esim. Toisen kertaluvun antisymmetrisen tensorin

Cij = AiBj - AjB,‘

9 komponentista (oletetaan A; ja B; kolmiulotteisen
avaruuden vektoreiksi) vain 3 on riippumatonta. Jos
esim. ¢;9, €13 ja co3 tunnetaan, niin muut komponentit
voidaan laskea.

Ilmeisestikin on

b1 = (o3 = A2B3 — A3BQ = (A X B)1
b2 = (31 = A3B1 — AlBg = (A X B)2
bs = cip=A1By —AyB; = (A X B)37

joten kolmiulotteisen antisymmetrisen tensorin
komponentteina ovat pseudovektorin b = A x B
komponentit.

Esim. Kolmannen kertaluvun tensori a,;, transformoituu
méidritelminsid mukaan, kuten kolmen vektorin ulkotulon
komponentit, eli kuten

a. Milekanalmn.

1
ijk =

2. Ei-karteesiset tensorit
Osoittautuu hy6dylliseksi ottaa kiyttoon myos
ylaindeksit. Pisteen koordinaatteja N-ulotteisessa

avaruudessa merkitéén téllsin kuten (2!, 22,...,zN).
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Tarkastellaan aluksi yksinkertaisuuden vuoksi muunnosta
suoraviivaisten, vinokulmaisten, 2-dimensioisten
koordinaatistojen vililld. Merkitdan symboleilla é; ja é;
koordinaattiakselien x! ja 22 suuntaisia
yksikkovektoreita. Koska koordinaatisto ei ole
suorakulmainen, niin

é1 -8y £ 0.

Vektoreita €1 ja éo sanotaan kovarianteiksi
kantavektoreiksi. Kontravariantit kantavektorit &' ja é2
ovat koordinaattitasoja (2-ulotteisessa tapauksessa
koordinaattiakseleita) vastaan kohtisuorassa olevat
yksikkovektorit.

1° Kovariantit ja kontravariantit vektorit
Kaksiuloitteisen avaruuden vektori A voidaan esittii
yksikésitteisesti muodossa

A= alél + a2é2 = a'é;.

Téssé a' ja a? ovat vektorin A kontravariantit
komponentit.
Vektorin A projektiot koordinaattiakseleilla ovat

A-él#al
A-éy # a?.

ai

az

Lukuja a1 ja a2 sanotaan vektorin A kovarianteiksi
komponenteiksi. Suorakulmaisessa koordinaatistossa
ilmeisestikin kovariantit- ja kontravariantit komponentit
yhtyvit, t.s. a; = o’

2° Vektorikomponenttien muunnosominaisuudet
Pidetddn vektoria A kiinte&ind ja muutetaan
koordinaatistoa siten, ettd kantavektorit é; muuntuvat
kuten
é; = Mij éj.
Vektorin A uudet kovariantit komponentit ovat silloin
(L; =A- é{t = M”A . éj = M,-jaj.

Kovariantit komponentit muuntuvat siis kantavektoreiden
tavoin (co-variant).

Kontravarianttien komponenttien transformaatiokaava
saadaan seuraavasti:

A a‘é; = ai(M_l),-jé;-

= (M’l)fiaiégza'jé;-7
eli ,
; B .
o = (M)l

Huom. Karteesisten koordinaatistojen véliset
muunnokset ovat rotaatioita, jolloin matriisi M on
ortogonaalinen eli M7 = M1, ja

(M~HT = M.

Talloin kontra- ja kovariantit komponentit
transformoituvat tismélleen samalla tavalla. N&in
tietysti pitda ollakin, koska karteesisissa
koordinaatistoissa on a; = a'.



Saadut muunnosrelaatiot voidaan yleistda
useampiulotteisiin avaruuksiin samoin kuin korkeamman
kertaluvun tensoreihin.

Esim. Kun kantavektorit transformoituvat yhtalon

A~ A~
€, = M,-jej

mukaan, niin 2. kertaluvun tensorin kovarianttien
komponenttien muunnos on

!

aij = Miijlakl,

ja kontravarianttien komponenttien transformaatio on

a = (M_l)ik(M_l)jla .

3. Kayréaviivaiset koordinaatistot; yleiset
tensorit

Yleisessi tapauksessa kantavektoreiden suunnat
riippuvat paikasta (esim. sylinterikoordinaatisto).
Otetaan kiyttoon merkinnit, jotka soveltuvat kaikkiin
tilanteisiin. Tarkastellaan NV-uloitteista avaruutta ja sen
jotakin koordinaattijirjestelm#s (2!, 22,...,2"). Témén
koordinaatiston ja karteesisen koordinaatiston

(24, 22,...,20) (2t = 2,22 = y,...) vililla (samoin kuin
kaikkien muidenkin koordinaatistojen vililld) on
yksikasitteinen kuvaus

2Ny, i=1,2,...,N.

K

Merkitddn symbolilla s radiusvektoria. Karteesisessa
koordinaatistossa

s=se=xi+yj+---=1r,

kun é; ovat karteesisen koordinaatiston
yksikkokantavektorit.

1° Kantavektorit, viivaelementti ja metrinen
perustensori
Olkoon Ej, Es, ..., Ey mielivaltainen
kantavektorijoukko. Mielivaltainen vektori A voidaan
esittdd muodossa

A= a’E,'.
Erikoisesti radiusvektori on

s = 2'F;

ja differentiaalinen radiusvektori eli viivaelementti ds niin
ollen .
ds = dz'E;.

Viivaelementin itseisarvo on kahden infinitesimaalisella,
etédisyydelld toisistaan olevan pisteen vilimatka.
Vitvaelementin nelié ds®> méiritelldsin siten, ettd

ds?

ds-ds = dz'E; - dij]-
Ei - E] dl?ld.’ll']

Metrisen perustensorin g kovariantit komponentit
madritelliin kantavektoreiden E; skalaarituloina:

9ij = Ei - Ej,

joten o
ds* = g;;dx"da’.
Metrisen perustensorin kontravariantit komponentit g/
maédritellidn yhtalolla
0050 = 6,

missi 6; on Kroneckerin delta

{

Jos kovariantit komponentit tunnetaan, niin
kontravariantit komponentit voidaan laskea
kddnteismatriisin muodostamismenetelmalli:

(37t =g = 200 _ ()

1, kun i = j

85 =13 0. kuni # .

J

g7 =
det (gi;)

Jos g;; on diagonaalinen, niin ¢g* on diagonaalinen ja

i _ 1
g
Esim. Sylinterikoordinaatisto
pcoso
= psing
z = z

Radiusvektori karteesisissa koordinaateissa on
r=xt+yj+ zk,

ja viivaelementin komponentit ovat

dz cospdp — psinpde
dy = singdp+ pcosopde
dz = dz.

Viivaelementin nelio on siis
ds® dr -dr = dz* + dy?® + d2*
dp?® + p*d¢® + d2?
= i datda’.
Numeroidaan sylinterikoordinaatit kuten
ot =p; 22 =¢; 2% =2

Viivaelementin nelion lausekkeesta voidaan nyt lukea
metrisen perustensorin kovarianteiksi komponenteiksi

g1 = Gpp=1

922 = Gpo=p

933 = Ggzz=1

gi; = 0, kun ¢ 7é j

Kovariantit komponentit muodostavat siis diagonaalisen
matriisin

o

2

hs

(9i5) =

O O =

0
0
1

o

48



Tamin kdinteismatriisin

1 0 O
() '={ 0 5 0 | =g¥
0 0 1

alkioina ovat metrisen perustensorin kontravariantit
komponentit.

Edellisestd luvusta muistetaan, ettd koordinaattikdyrien
suuntaiset tangenttivektorit eli kantavektorit E; saatiin
derivoimalla radiusvektori koordinaattien 2 suhteen.
Sylinterikoordinaatistossa kantavektorit ovat siis

or or . . .
E1 = @ a_p = COS ¢1 =+ sin ¢]
or or .. .
E, = 92 8_¢ = —psin ¢t + pcos ¢g
or or
Ey = —=—=k%k.
3 ox3 Oz

Metrisen perustensorin kovarianteiksi komponenteiksi
kantavektoreiden avulla laskettuna saadaan

gii = Ei-Ey=cos’¢+sin’¢=1

g2 = By By =p’sin® ¢+ p’cos’ ¢ = p?
g3 = E3-E3=1

gij = EZEJZO, kunz;éj

Kantavektoreille { E;} resiprokaaliset kantavektorit {E*}
méidritelliin siten, ettéd

E;-E' =¢§.

Esim. Kolmiulotteinen avaruus. Tunnetaan vektorit E,
E2 ja Eg. Nyt E3 1 El, EQ, joten

E? = aFE; x Es.
Edelleen E5 - E3 =1, eli

1= E3 . (aE1 X EQ),

josta
1
a==——.
E3 - (E1 X EQ)
Vektori E3 on siis
o BixE
E3 - (E1 X EQ)
Vastaavasti saadaan
El _ E2 X E3
E1 - (E2 X Eg)
E2 N E3 X E1 .
E2 - (Eg X El)

Esim. sylinterikoordinaatistossa on

E,

E'=F,, E*= e E?® = E;.
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Olkoon T jokin kantavektoreiden {E;} ja {E'} suorien
tulojen superpositio, esim.

T =t;,E'E' Ey.

Vektorin A = a*E; ja suureen T' viliselld skalaaritulolla
T - A tarkoitetaan lauseketta

T-A

(tijlE]Ek) . (a,lEl) = tfjal(Ek . EZ)EiEJ
thal g E'ET = t5a BE.

Vastaavasti skalaaritulo A - T tarkoittaa lauseketta
A-T = t};a"(E - E')E’Ey, = t},a'6{ B’ Ey, = t},a'E’ E..
Yksikkotensori £ méaritelldéin seuraavasti:
E=EFE =E'E.

Olkoon A = a'F; mielivaltainen vektori. Nyt

£-A (EiEY - (a'E;) = a'Ey(E' - E;)

= d'Eb =d'E; = A.
Vastaavasti on
A-£=A.

Metrisen perustensorin kovariantit komponentit g;;
madriteltiin skalaarituloina

.E.

e

gi; = E;
Nyt

9, B - EF E;,-E;,E’ .E*=E,;- £ -EF

E;-E* = 6},

eli skalaaritulot E* - E7 ovat metrisen perustensorin
kontravariantit komponentit:

g9 =E"-F’.

Maéaritellian metrisen perustensorin sekakomponentit gj
siten, ettd ' _ _
g; = E'-E; =65

2° Indeksin nosto
Kantavektoreille on voimassa

E'=FE'.£ =E'-E*E, = ¢"*E,.

Kantavektoreista { F; } saadaan siis resiprokaaliset
kantavektorit { E*} operaatiolla

Ei — g’ik:Ek.
Olkoon A mielivaltainen vektori. Kirjoitetaan se
kantavektoreiden {E*} avulla kuten
A= aiEi.

Vastaavasti kantavektoreiden {E;} avulla se voidaan
kirjoittaa muotoon '
A= ain.



Aivan ilmeisesti on voimassa
aizA-EijaaizA-Ei.
Kontravarianteille komponenteille a* saadaan siis
o = E'-A=FE'-a,E*=FE' FEfa
= ga.

Vektorin komponenttien indeksit voidaan siis nostaa

operaatiolla . N
a'=gYa;.

3° Indeksin lasku
Kantavektoreille E; on voimassa

E; = E;-£=E;-E.E"
= gikEka

eli kontravarianteista kantavektoreista saadaan
kovariantit kantavektorit operaatiolla

E; = g E*.
Vektorin A kovariantit komponentit
saadaan kontravarianteista komponenteista seuraavasti:
a;, = Ei-A:Ei-akEk :Ei-Ekak
= gikakv
eli
a; = gikak-

4° 2. kertaluvun tensori: indeksien nosto ja lasku
Olkoon T jokin 2. kertaluvun tensori. Kirjoitetaan se
kontravarianttien kantavektorien avulla muotoon

T =t,;EE’.

Toisaalta voisimme valita kantavektoreiksi myos
resiprokaaliset kovariantit kantavektorit tai molemmat:

T = t,;E'E’

= tLEF’
t/E'E;
tYE,E;.

Tastd yhtdlostd on ilmeista, ettd

tij = EZTE]
t’j = E’-T-Ej
t7 = E,-T-E’
t9 = E'-T-E7.

Téasmilleen sama tarkastelu kuin vektorikomponenttien
tapauksessa osittaa, etté

ty = 97tm t7 = gint"™
t’l,jl o g’l.vmg]’n.tmn t’L] — g]ntl’rb
7 = ¢'"tin ti; = GimGint™".

Huom. Yleisessi tapauksessa t'; # t;°, joten on syyti
olla tarkkana merkinn&n kanssa. Kuitenkin, jos esim.
t;; on symmetrinen, t.s. jos t;; = t;;, niin

T&llsin on tapana kiyttdd merkintéd t5, joka
tarkoittaa, ettd indeksien jarjestykselld ei ole
merkitystéa:

Vastaavasti, jos t*; = t;%, niin ¢;; (tai t¥) on
symmetrinen. Esim. metrisen perustensorin
tapauksessa

9';=E-Ej=E;-E'=g;' =g} = ;.

4. Koordinaatiston transformaatio
Tarkastellaan koordinaattisysteemeja (z!,z2,... 2%)
(z',z2,...,2"N). Olkoot néihin liittyvéit kovariantit

kantavektorijoukot vastaavasti {E1, Fa,...,En} ja

ja

{E1, Es, ..., Ex}. Koordinaattisysteemisté toiseen
pidstidn muunnoskaavoilla
= z(at2?,...,2N)
i il =2 N
= z(z,%%,...,%").

Viivaelementti ds voidaan kirjoittaa kummassa
systeemissi tahansa:

ds = dx*E; = dT*E;.

Muunnoskaavojen perusteella differentiaalit dz* voidaan
kirjoittaa muotoon

joten .
or*
ozk

Koska differentiaalit dz* ovat mielivaltaisia, taytyy

niiden kertoimien molemmilla puolin yhtdlda olla samoja,

t.s.

dz*E; = dz* E},.

Esim. Karteesinen
koordinaatisto—sylinterikoordinaatisto.
Merkitééin (z!,22,23) = (2,9, 2) ja

(21,22, 2%) = (p, ¢, 2). Karteesisen koordinaatiston
kantavektorit ovat

Elziv E2:ja E3:k

Sylinterikoordinaatistosta pddstddn karteesiseen
koordinaatistoon muunnoksella

L Z! cos 72
2 = zlsinz?
® = 7.
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Sylinterikoordinaatiston kantavektorit ovat siis

_ dz* dx! dz? az®

Bro= =gt gm 2t et
= cos ¢t + sin ¢j

_ oz ozt Oz? oz

B = omhh = gptit gm T gt
= p(—sin¢i + cos ¢j)

_ dx* oz®

Es = —FE,=—FE;=k.

s oz * a8 ®

Metrisen perustensorin komponentit
sylinterikoordinaatistossa ovat

g11 E, By =cos?¢p+sin2¢p=1

G2 = Ey- By =p°(sin® ¢ + cos® ¢) = p°
Gss = FE3 - Es=k-k=1

Gg; = Ei-E;=0kuni#j.

Esittimalli differentiaalit dz* differentiaalien dx* avulla
saadaan johdetuksi kantavektoreille kianteismuunnos

_ozk

E;, = -Fy..
ozt "

Olkoon A jokin vektori, joka kontravarianttien
komponenttien avulla kirjoitettuna on

A= CLZE,
Kayttden hyviksi kantavektorien kdanteismuunnoskaavaa
saadaan

OxF _

'E;=a'——E
a aaw’ k

C_LkEk,
eli vektorin kontravariantit komponentit

transformoituvat kuten

oz*
ot

a* a'.

Olkoon {E*} kantavektoreiden {E;} resiprokaalinen
kantavektorijoukko, t.s. E* - E; = 6}. Tarkastellaan
vektoreita

R
Cz — k
ozk
Nyt
_ ox™ oz* dx™ 9Tk
E,-C* = g, -2 g 1 _or
¢ ox! ox! ™ ozt Ozl
_ oot oo
T 9% Axt T Ozt AT
oz*
= _ =k
ozt kN

joten vektorit Ci_ ovat resiprokaalisia vektoreille E; eli
ovat vektoreita E*. Saamme siis muunnoskaavan
. 0%t
E =

Oxk

E*.

Vastaavasti resiprokaalisten kantavektoreiden
kadnteismuunnokselle saadaan

_ ox' *

E =
oxk

Yhtilosta
ox®

Tk
af’fE

aiEl = a;
dkEk

saadaan vektorin kovarianttien komponenttien
muunnoskaavaksi ,

__ 0x'

ar = ﬁai.
Niitd kontra- ja kovarianttien komponenttien
transformaatiokaavoja kiytetdin monesti 1. kertaluvun
tensorin mddritelmind: jos suureet a',a?,...,a"v
transformoituvat koordinaatiston muunnoksessa

7t =7i(2t,2?,...,2Y) kuten
e 0Tk,
a"=—-—a
oxt "’

niin ne muodostavat 1. kertaluvun kontravariantin
tensorin. Vastaavaa midritelmis kiytetddn 1. kertaluvun
kovariantille tensorille.

Korkeamman kertaluvun tensoreille saadaan
muunnoskaavat analogisesti. Esim. metriselle
perustensorille, samoin kuin mille tahansa 2. kertaluvun
tensorin kovarianteille ja kontravarianteille
komponenteille, on voimassa

o ox™ ox™
gi = E’LE :—EmTEn
Jik BT on BT
_ ox™ ox™
= ozt ogkImn
ja
ik _ Ei.Ek_aiiEm.@ n
a T 9zm oz
T oz™ 83:"9

Vastaavasti sekakomponenttiset tensorit
transformoituvat kuten

B ax' dz™ .

T 9gm 9z "

P ox* dz™ .
J dz™ oz "

Jalleen niita kaavoja voidaan pitdd 2. kertaluvun
tensorin madritelmind.

Tensorit, joiden kertaluku on suurempi kuin 2
médritellisin analogisesti. Esim. suureet A;ﬁf ovat 5.
kertaluvun sekatensorin —kertalukua 3 kontravarianttien
ja kertalukua 2 kovarianttien komponenttien suhteen—
komponentit, jos ne transformoituvat kuten
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5. Vektorien viliset tulot
Olkoot A ja B kaksi vektoria; komponenteittain
kirjoitettuna:

A
B

aiEi = aiEi
bV E;, = bE".

1° Skalaaritulo (sisétulo)
Skalaaritulo A - B on méiiritelminsd mukaan

A-B = (a;E- (0" Ep) = a;ib"6. = a;b’
= (a'E;)- (bpE*) = a'br6F = a'b;
= (aiEi) - (bkEk) = gikaibk
(a:E*) - (b.E*) = g*a;by,
Skalaaritulo on invariantti, silla
= _. 9™  9Ft
A-B = ab=—— "
b = G m G
= —Zﬁ — " = E A" = a b
= A-B.

Vektorin A pituus L méadritelldin siten, ettd
L’=A-A=a;a* = gijaiaj = gijaiaj.
Vektoreiden A ja B vélinen kulma 6 saadaan kaavasta

cosf = = .
VA-AB-B \/ajajbkbk

2° Dyaditulo (ulkotulo)

Vektoreiden A ja B vélinen ulkotulo AB on
AB (a;E")(b.E*) = a;b, E'E*

a‘V*E;Ey, = a'by,E;E* = a,b"E'E}.

Dyaditulon komponentit ovat

tim = (AB)im = E- AB - E,, = 66" a;b, = a;by,
™ = (AB)™ =FE'-AB-E™ =d'b"
tm (AB)!, =FE'-AB-E,, = a'bn,
tm' = (AB)n' =E, -AB-E'=anb.

Toisen kertaluvun tensori voidaan esittdd dyaditulona.

3° Kolmiulotteisten vektorien ristitulo
Merkitdan symbolilla g determinanttia

g = det (gi5).

Kolmiulotteisille vektoreille A ja B voidaan m#aritells
ristitulo A x B siten, etti

E' E?> EB
AxB = \/E al a2 a3 = eijk\/gEi(ljbk
bt b2 b3
Ey, E> Ej3
1 €ijk
= —_— aq as as = —Eiajbk.
91 b by by | VI
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Ortogonaalisuusrelaatiota E; - E™ = 6] kiiyttden saadaan
ristitulon komponenteiksi

1
AxB)" = (AxB)-E"=—¢; E; - E"a;b
( ) ( ) 75 bk

= ﬁfnjkajbk
(AxB), = (AxB)-E,=\/ge;rE" - E,a’b"
= ﬁenjkajbk.

6. Sovellutuksia

1° Pintaelementti ja pinta-ala

Tarkastellaan kolmiulotteisessa avaruudessa (z!,z2,z3)
koordinaattipinnan z3 = ¢ pinta-alkiota dais. T#ll4
pinnalla koordinaattikiyrien suuntaiset differentiaaliset
viivaelementit ovat

Eld.’L'l
EQd.’L'Q.

d81
dSQ

Niiden vektorien véliin jaddvén suunnikkaan pinta-ala
da12 on

days = |dsy x dss| = |Ey x Eo|dx'dx?.

Kantavektorin F; kontravariantit komponentit e’ ovat
ilmeisestikin 67, sillg

E1 = ].E1 = eiEi.

Samoin kantavektorin E» kontravariantit komponentit

ovat 65.
Talloin
E' E? E3
EyxBy=\g| 1 0 0 |=,4gFE?
0 1 0
joten

|Ey x By|? = \/gE? - \JgE® = gg**.

Pinta-alkioksi da;2 saadaan siis

dais = /gg33dzdz?.

Vastaavasti pintaelementit muilla koordinaattipinnoilla
ovat

dazs = +/ggtlda?dax®
dasy = +/gg22daidxt.

Esim. Sylinterikoordinaatisto: ' = p, 22 = ¢ ja 23 = 2.
Viivaelementin neligsta

ds? = gijdxidwj =dp? + p2d¢? + d2?
voidaan lukea tensorin g;; kovarianteiksi komponenteiksi

g11 =15 gao = p%; 933 = 15 955 = 0, kun i # j.



Sylinterikoordinaatisto on siis ortogonaalinen ja metrisen
perustensorin kontravariantit komponentit ovat
g" = 1/gi:
1
M =19"=5y9
p

Determinantiksi g = det (g;;) saadaan g = p?.
Koordinaattipinnalla z = vakio pintaelementti on siis

dayy = \/gg33dz*dx® = pdpdg.

Koordinaattipinnalla p = vakio pintaelementti on

dazs = \/ggtlda?da® = pdodz,

ja pinnalla ¢ = vakio

das1 = /gg22dx®ds' = dpdz.

r-séteisen sylinterin pohjan pinta-ala on

[ = i

pohja

") 9
14 2
2 — = .
7r/2 V¥s
0

Vastaavan z-korkeuksisen sylinterin vaipan pinta-ala on

// da23:/oz/02ﬂpd¢dz

vaippa

33=1.

Apohja

Avaippa

2nrz,

sillg vaipalla p = r. z-akselin kautta kulkevan
leikkaustason pinta-ala on

// da31:2//dpdz
0o Jo

leikkaustaso
2rz.

Aleikkaustaso

2° Tilavuusalkio
Tarkastellaan edelleen kolmiulotteista avaruutta.
Differentiaalisten vektoreiden

ds; = dxlEl, dss = dx’E,, dss = dz®F;5
viliin jidvan suuntaissirmion tilavuus dV on
dv (ds1 x ds2) - dss = (Ey x Es) - Esdx'dz?dz®
V9E? - Ezdatda?ds® = \/gdx*da*da’®,
eli kolmiulotteisen avaruuden tilavuuselementti on

dV = \/delda:Qda:3.

E:

Kuva 6.1: Tilavuuelementti.

FEsim. Pallon tilavuus. Pallokoordinaatistossa
2! =r;2? = 0; 23 = ¢ viivaelementin nelié on
ds® = dr? + r?d6* + 2 sin? 0 d¢?,

josta lukemalla saadaan metrisen perustensorin
komponenteiksi

g1 =1; g22 =17; g33 = ° sin® 0
muiden komponenttien ollessa nollia. Determinantti g on
siis
g=rtsin?4
ja tilavuuselementti

dV = /gdx*dz*dx® = % sin 0 dr df do.

R-séteisen pallon tilavuus V on siis

R g 27
/ / / Jgdr dfdo
0 0 0
R ™ 27
/ / / r? sin 6 dr df do
0 0 0

R . K 4
277/ rzdr/ d(—cosf) = “TRs,
0 0 3

v

3° Geodesiaa
Tarkastellaan N-ulotteisen avaruuden kayras

Viivaelementin nelio
ds? = gijdxid:cj

pitkin tétd kiyrdid saadaan laskemalla differentiaalit da’
talla kayralla:

dr?

dt

Merkitddn lyhyyden vuoksi parametrin ¢ suhteen
laskettuja derivaattoja ylipisteelld | t.s.

dz’ = dt.

de*
dt

=T.

Kayralla laskettu viivaelementin nelié on niin ollen
d82 = gij.i'i.i‘jdtQ,

ja pisteiden x%(t;) ja 2*(t2) vélinen etéisyys s pitkin téta

kayras
t2
§ = / \/g,-ji“i:'cj dt.
t1

Sellaista kdyraé, jota pitkin mitattu kahden pisteen
véilinen etdisyys on minimisséddn, sanotaan geodeettiseks:
kayrdikst.

Osoitetaan, ettd vdlttdmdton ehto sille, ettd integraalilla

(1)

I= /t " Pt #)dt )

1
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on ddriarvo (minimi tai maksimsi), on Sovelletaan Euler-Lagrangen yht&loitd. Merkitdén

ox di
FEuler-Lagrangen yht&l6issa esiintyvét osittaisdervaatat
Olkoon x = X (t),t1 <t < to se kiyrd, jolla integraalilla  gyat tillsin

(2) on #ériarvonsa. Olkoon kiyrd x = X (¢) + en(t) jokin

tdmén kiyrin laheisyydessi kulkeva kiyrd. Oletetaan, 8_]*']; = ! c')gl,: alem™
ettd niiden kdyrien paitepisteet yhtyvit, t.s. Oz 2\/ gux izl Ox
n(t1) = n(t2) = 0. Kyseistd naapurikiyrid myoten oF
laskettu integraali (2) on 95k 9 291"
\/9i; T g
ta
i Koska,
- / F(t, X +en, X + ei)dt. s ds
t =a -V 9 47
Oletuksen mukaan t4lld on #ériarvo, kun € = 0. voidaan ddriarvoehdot (Euler-Lagrangen yht#lst)
Tunnetusti valttim&ton ehto dédriarvolle on, ettéd kirjoittaa muotoon
d (gipi® 1 Jgij
de | _, dt 3 25 dak
Derivoimalla integraalin sisélld (olettaen, ettd se on Nyt
sallittua) saadaan ehdoksi d { gini’ 1 9ga . s 1.
dt - = a ¥ + gzkx Qgik:x S,
dI oF | OF, s 8
ot — —n+ =7 dt=0. . .
de|._y Jy \Ox oz joten diriarvoehto saadaan muotoon
Osittain integroimalla saadaan jilkimméisestd termistd 99k gigi _ L 99i5 g gind'3
gzkx + 5 S5 LT = P
. OxI 2 Oz $
2
” 9F ndt = oF - / te OF dt Vaihtamalla summausindeksejé (i < ) nihd&in, etti
y, Of 0% f Ta \ox
11 8g1k xzi_j — ag]k xzx]
ta OF zI az’ ’
= - / n— ( ) dt. . , -
. dt \ 0T joten voidaan kirjoittaa
Asriarvoehto saadaan siis muotoon Ogik sizi _ L (99ik | Ok ) siss
oxI 2\ OxI ox?
2 (9F OFNN o 0. )
" A dt e i = Adiriarvoehto kuuluu nyt
Koska funktio 7 oli mielivaltainen, tdytyy olla voimassa ginit + 99t agﬂ'{c _ 99is il = M
Oxd ~ dxt  Ox* $
OF _d (0F\ _, it bl extint e Insekett
B % . dssil yhtilossi esiintyvid lauseketta
. 1 (0gik | 09k  0gij
P _ vl e . k =_ - J, _ J
Tami Fuler-Lagrangen yhtilond tunnettu ehto voidaan [ig, k] 5 (83151 + oz e

helposti yleistda koskemaan my6s integraaleja
sanotaan 1. lajin Christoffelin symboliksi. Sen avulla

7= / F(t, o', " 22,42, ..., 2N, &V )dt. ddriarvoehto saadaan muotoon
giri's
klztik = 2522
Euler-Lagrangen yhtaloita saadaan nyt N kappaletta: gur " + [, K] S
OF d [ OF Otetaan parametriksi ¢ kdyran pituus s, eli ¢ = s. Tall6in
92k &t (W) = $=1ja § =0, joten geodeettisen kiyrin yhtilo on
muotoa o . .
7 7 Vi
Etsitddn yhtilo geodeettiselle kiyrille, t.s. kiyrille, joka gik% + [i7, k]% % =

minimoi etdisyyden (1):
Kertomalla suureella ¢'*, summaamalla yli indeksin &, ja

123 ﬁdt muistaen etti
§= 2t dt.
t1 9 glkgik = 657
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saadaan - it dd
T e A
a2 9 27 ] ds ds

Té&ssd esiintyva suure

l ers - 1 e (09  Ogjx  O9ij
R k] = = : — —
{ (¥ } gl Kl 29 \ Bai + oxt  Oxk
tunnetaan 2. lajin Christoffelin symbolina. Tamin avulla
geodeettisen kdyrin yhtilo saadaan kompaktiin muotoon

R k) dst ﬁ
ds? i ds ds
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